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Предисловие

Скин-эффект имеет важные приложения во многих разделах физики и тех-
ники, поэтому его изучение входит в обязательнуюпрограмму обучения сту-
дентов физических и технических специальностеи̮ университетов. На физи-
ческомфакультетеНовосибирского государственногоуниверситета (НГУ) эф-
фект скинированияэлектромагнитногополявпроводящеи̮ средекраткорас-
сматривается в курсе «Электричество имагнетизм» [ͩ], содержание которого
приблизительно соответствует монографии «Электромагнитное поле» И.Н.
Мешкова и Б.В. Чирикова [ͪ].

Существует множество монографии̮ и учебников, где явление скинирова-
ния рассматривается с тои̮ или инои̮ степенью полноты. Весьма подробно
классическии̮ скин-эффект описан в учебникахИ.Е. Тамма [ͫ], А. Зоммерфель-
да [ͬ], Л.Д. Ландау и Е.М. Лифшица [ͭ] в разделах, посвящённых квазистаци-
онарным явлениям.

Более краткое изложение содержат классические университетские кур-
сы физики А.Н. Матвеева [ͮ] и Д.В. Сивухина [ͯ]. Авторы этих и других по-
добных учебников обычно ограничиваются только задачеи̮ о распределении
переменного тока в проводящем полупространстве либо в цилиндрическом
проводнике. Далее на основе решения этои̮ задачи рассматривается выделе-
ние джоулева тепла в проводнике, вычисляется комплексное сопротивление
и т.п.

Важным дополнением к перечисленным учебникам являются сборники
задач по классическои̮ электродинамике. Среди них следует выделить уни-
кальноеиздание книгиВ. Смаи̮та [Ͱ], давно ставшее библиографическои̮ ред-
костью, а также сборник задач В.В. Батыгина и И.Н. Топтыгина [ͱ], по которо-
му учились несколько поколении̮ россии̮ских физиков. Большая часть задач,
которые решены в этих сборниках, требуют высокого уровня владения ме-
тодами математическои̮ физики, которые традиционно читаются уже после
курса общеи̮ физики практически во всех вузах. В частности, авторы указан-
ных сборников часто сначала приводят строгое математическое решение ба-
зовои̮ задачи в общем случае, а для физически интересных предельных слу-
чаев сильного и слабого скин-эффекта приводят лишь ответы, которые по-
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лучаются из асимптотик точных решении̮.
Исключение составляет сборник задач [ͩͨ], отражающии̮ опыт препода-

вания курса электродинамики НГУ, где методическое руководство семинар-
скими занятиями много лет осуществлял профессор Генрии̮ ВикторовичМе-
ледин.В этомсборникеобъединеныкачественноерассмотрениеявлении̮, ха-
рактерное для курса общеи̮ физики, и строгии̮ подход математическои̮ физи-
ки.

В данном электронном учебном пособии мы собрали задачи, посвящён-
ные скин-эффекту. Часть из них заимствована из перечисленных выше ис-
точников, а также из статьи [ͩͩ] В.В. Бажановои̮, Г.В. Меледина иЮ.И. Эи̮дель-
мана.Некоторыезадачивпервыерешеныавторамиданногопособия.Впервую
очередь это относится к задачам об экранировании квазистатических полеи̮
тонкостенными проводящими экранами. Мы попытались соединить досто-
инства упомянутых выше сборников задач [Ͱ, ͱ, ͩͨ], подробно изложив как
точные решения, в тех случаях, когда они известны, так и детально описав
методы решения задач в предельных случаях «слабого» и «сильного» скин-
эффектов. Кроме этого, мы воспользовались преимуществами электронно-
го формата учебного пособия, чтобы дополнить «письменное» описание хо-
да решения компьютерными интерактивными моделями. Они особенно по-
лезны для визуализации сложных математических выражении̮, которые со-
держат спецфункции комплексного аргумента. Такие модели также удобны
для сравнения точных и приближённых решении̮ и для выработки у студен-
тов наглядных представлении̮ о поведении многопараметрических зависи-
мостеи̮.

При разработке интерактивных моделеи̮ мы использовали систему ком-
пьютерных вычислении̮ Mathematica версии ͱ. Она позволяет создать CDF
фаи̮лы, которые можно проигрывать при помощи свободно распространя-
емого приложения CDFPlayer, которое можно загрузить с саи̮та его произ-
водителя, корпорацииWolfram. Гиперссылки на разработанные интерактив-
ные модели внедрены непосредственно в данныи̮ PDF фаи̮л, которыи̮ пред-
ставляет собои̮ корневои̮ модуль учебного пособия. Для его просмотра мы
рекомендуем использовать бесплатно распространяемую программу Adobe
Reader. Существуют также другие свободно распространяемые вьюеры PDF
фаи̮лов, например Foxit Reader.

Для правильнои̮ работы гиперссылок в тексте корневого модуля каталог
вспомогательныхфаи̮ловDemoдолженбытьскопированнакомпьютерполь-
зователя рядом данным PDF фаи̮лом. Для удобства читателя ссылки на ин-
терактивные модули приводятся в двух вариантах, так как приложение CDF
Player можно можно запустить в собственном окне либо в окне веб-браузера.
Во втором случае сначала будет выполнена проверка наличия проигрывате-
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ля CDF фаи̮лов на компьютере пользователя и предложено установить CDF
Player, если это не было сделано ранее.
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Глава ͩ

Токи Фуко и скин-эффект

Постоянное электрическое поле в проводнике может существовать только
при наличии тока, которыи̮ поддерживается внешним источником электро-
движущеи̮ силы (Э.Д.С.)

ℰ = ර𝑬 ⋅ d𝒍. (ͩ.ͩ)

Как следует из закона Фарадея¹ (Michael Faraday)

ℰ = −1𝑐
d𝛷
d𝑡 , (ͩ.ͪ)

источником Э.Д.С. может служить изменение магнитного потока

𝛷 = න𝑩 ⋅ d𝑺, (ͩ.ͫ)

которое порождает вихревое электрическое поле𝑬. Вихревое электрическое
поле в проводящеи̮ среде приводит к появлению электрических токов, кото-
рые носят название токов Фуко (Leon Foucault).

Токи Фуко экранируют переменное магнитное поле так, что оно не про-
никает вглубь проводника. Однако токи Фуко не могут экранировать стати-
ческое магнитное поле, так как из-за омического сопротивления они не мо-
гут существовать вечно. Статическое магнитное поле свободно проникает в
проводник. Однако чем быстрее изменяется поле, тем на меньшую глубину
оно проникает в проводник. В хороших проводниках, где омические потери

¹ Еслиприиспользованиирусскои̮ ссылкиВашвеб-браузернеоткрываеттребуемуюстра-
ницу, воспользуи̮тесь англии̮скои̮ ссылкои̮ инаоткрывшеи̮ся страницеВикипедиивыберите
Русскии̮ язык в меню справа.
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ГЛАВА ͭ. ТОКИ ФУКО И СКИН-ЭФФЕКТ ͱ

малы, уменьшение глубины проникновения поля становится заметным при
весьма умеренных частотах. Это явление называют скин-эффектом. Проис-
хождение термина связано со словом skin, которое в переводе с англии̮ского
означает кожу.

ͩ. Основные уравнения
Получимуравнения, описывающиескин-эффект.Дляэтоговоспользуемсяурав-
нениями Максвелла (James Clerk Maxwell)

rot 𝑬 = −1𝑐
𝜕𝑩
𝜕𝑡 , div𝑩 = 0 ,

rot𝑯 = 1
𝑐
𝜕𝑫
𝜕𝑡 + 4𝜋

𝑐 𝒋 , div𝑫 = 4𝜋𝜌 .
(ͩ.ͬ)

В среде с заданными и постоянными диэлектрическои̮ проницаемостью 𝜀 и
магнитнои̮ проницаемостью 𝜇 векторы индукции 𝑫 и 𝑩 электрического и
магнитного полеи̮ связаны с напряжённостями этих полеи̮𝑬 и𝑯 простеи̮ши-
ми материальными уравнениями

𝑫 = 𝜀𝑬 , 𝑩 = 𝜇𝑯 . (ͩ.ͭ)
Относительно плотности тока 𝒋 предположим, что она пропорциональна 𝑬 с
постоянным коэффициентом проводимости 𝜎:

𝒋 = 𝜎𝑬 . (ͩ.ͮ)
Плотность свободных зарядов 𝜌 далее будем считать равнои̮ нулю.

Возьмём ротор от третьего из уравнении̮ (ͩ.ͬ):

rot rot𝑯 = 1
𝑐 rot

𝜕𝑫
𝜕𝑡 + 4𝜋

𝑐 rot 𝒋 . (ͩ.ͯ)

В его левои̮ части воспользуемся векторным тождеством
rot rot𝑯 = ∇div𝑯 − ∇ଶ𝑯

и учтём, что div𝑯 = div𝑩/𝜇 = 0. В правои̮ части учтём, что

rot 𝜕𝑫𝜕𝑡 = 𝜕
𝜕𝑡 rot𝑫 = 𝜀 𝜕𝜕𝑡 rot 𝑬,

rot 𝒋 = 𝜎 rot 𝑬,
и исключим rot 𝑬 с помощью первого уравнения (ͩ.ͬ). В результате получим
уравнения для напряжённости магнитного поля𝑯:

∇ଶ𝑯 = 4𝜋𝜎𝜇
𝑐ଶ

𝜕𝑯
𝜕𝑡 + 𝜀𝜇

𝑐ଶ
𝜕ଶ𝑯
𝜕𝑡ଶ . (ͩ.Ͱ)

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D0%BA%D1%81%D0%B2%D0%B5%D0%BB%D0%BB,_%D0%94%D0%B6%D0%B5%D0%B9%D0%BC%D1%81_%D0%9A%D0%BB%D0%B5%D1%80%D0%BA
http://en.wikipedia.org/wiki/James_Clerk_Maxwell


ГЛАВА ͭ. ТОКИ ФУКО И СКИН-ЭФФЕКТ ͩͨ

ͪ. Непроводящая среда
В случае непроводящеи̮ среды (когда 𝜎 = 0) первое слагаемое в его правои̮
части (ͩ.Ͱ) равно нулю и мы приходим к волновому уравнению

∇ଶ𝑯 = 𝜀𝜇
𝑐ଶ

𝜕ଶ𝑯
𝜕𝑡ଶ . (ͩ.ͱ)

Как известно, волновое уравнение имеет решение в виде плоскои̮ монохро-
матическои̮ волны

𝑯 = 𝑯 exp (𝑖𝒌 ⋅ 𝒓 − 𝑖𝜔𝑡) (ͩ.ͩͨ)

с волновым вектором 𝒌 и частотои̮ 𝜔. Подставляя (ͩ.ͩͨ) в (ͩ.ͱ), немедленно
находим дисперсионное соотношение

𝜔ଶ = 𝑘ଶ𝑐ଶ
𝜀𝜇 ,

а из уравнения div𝑯 = 0 заключаем, что

𝒌 ⋅ 𝑯 = 0.

Нетрудно проверить, что и 𝒌 ⋅ 𝑬 = 0, если 𝜌 = 0; следовательно, плоская
монохроматическая волна поперечна.

ͫ. Начальная задача
Рассмотрим эволюцию начального состояния поля с заданным 𝒌 в среде с
произвольнои̮ проводимостью 𝜎. Подстановка (ͩ.ͩͨ) в (ͩ.Ͱ) приводит к дис-
персионному уравнению

𝑘ଶ = 4𝜋𝜎𝜇
𝑐ଶ 𝑖𝜔 + 𝜀𝜇

𝑐ଶ 𝜔
ଶ. (ͩ.ͩͩ)

Решая его относительно 𝜔, получим

𝜔 = −2𝜋𝜎𝜀 ቌ𝑖 ± ඨ𝜀
𝜇 ቆ

𝑐𝑘
2𝜋𝜎ቇ

ଶ

− 1ቍ .

В плохо проводящеи̮ среде, при 𝑐𝑘/2𝜋𝜎 > ඥ𝜇/𝜀, магнитное поле затухает с
характерным временем

𝜏ଵ = 1/ Im(𝜔) = 𝜀/2𝜋𝜎.
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В среде с хорошеи̮ проводимостью, при 𝑐𝑘/2𝜋𝜎 ≪ ඥ𝜇/𝜀, имеются два харак-
терных времени затухания

𝜏ଵ ≈
𝜀

4𝜋𝜎 и 𝜏ଶ ≈
4𝜋𝜎𝜇
𝑐ଶ𝑘ଶ ,

причём 𝜏ଶ ≫ 𝜏ଵ.
Аналогичнымобразомможнополучитьуравнениедляэлектрическогопо-

ля в среде, которое имеет вид, идентичныи̮ (ͩ.Ͱ)

∇ଶ𝑬 = 4𝜋𝜎𝜇
𝑐ଶ

𝜕𝑬
𝜕𝑡 + 𝜀𝜇

𝑐ଶ
𝜕ଶ𝑬
𝜕𝑡ଶ . (ͩ.ͩͪ)

Следовательно, электрическое поле затухает так же, как и магнитное.

ͬ. Граничная задача
Рассмотримтеперь такназываемуюграничнуюзадачу. Пустьна границупро-
водящеи̮ среды падает электромагнитная волна заданнои̮ частоты 𝜔. Такая
волна будет затухать по направлению вглубь проводящеи̮ среды. Теперь в
уравнении (ͩ.ͩͩ) частоту 𝜔 следует считать заданнои̮ вещественнои̮ величи-
нои̮, а находить следует волновое число 𝑘:

𝑘 = √𝜀𝜇 𝜔
𝑐

ඨ1 + 𝑖4𝜋𝜎𝜀𝜔 .

Мнимая часть Im(𝑘) волнового числа характеризует глубину проникновения

𝛿 = 1/ Im(𝑘)

переменного электромагнитного поля в проводящую среду.
В среде с плохои̮ проводимостью, где 4𝜋𝜎 ≪ 𝜀𝜔,

𝛿 ≈ 𝑐
2𝜋𝜎 ඨ

𝜀
𝜇 . (ͩ.ͩͫ)

В обратном предельном случае

4𝜋𝜎 ≫ 𝜀𝜔, (ͩ.ͩͬ)

используя тождество √2𝑖 = ඥ(1 + 𝑖)ଶ = 1 + 𝑖, получаем

𝑘 ≈ 1 + 𝑖
𝛿 , (ͩ.ͩͭ)
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где

𝛿 = 𝑐
ඥ2𝜋𝜎𝜇𝜔

. (ͩ.ͩͮ)

Для промышленнои̮ частоты ͭͨ Гц (𝜆 = 6000 км) толщина скин-слоя в меди
𝛿 ≈ 1 см, а в радиодиапазоне (𝜆 = 600 м) 𝛿 ≈ 0,1 мм.

ͭ. Скиновое приближение
Говоря о скин-эффекте обычно имеют ввиду случаи̮ сильнои̮ проводимости
(4𝜋𝜎 ≫ 𝜀𝜔). Далее мы так и будем делать, подразумевая, что формула (ͩ.ͩͮ),
а не (ͩ.ͩͫ) определяет толщину скин-слоя. Заметим, что в этом случае можно
пренебречь вторым слагаемым в правои̮ части уравнения (ͩ.Ͱ). Полученное в
результате такого упрощения уравнение

𝜕𝑯
𝜕𝑡 = 𝑐ଶ

4𝜋𝜎𝜇 ∇
ଶ𝑯 (ͩ.ͩͯ)

очень похоже на уравнение диффузии

𝜕𝑛
𝜕𝑡 = 𝐷 ∇ଶ𝑛, (ͩ.ͩͰ)

которое возникает в задаче о броуновском движении. Аналогичное уравне-
ние

𝜕𝑇
𝜕𝑡 = 𝜒∇ଶ𝑇 (ͩ.ͩͱ)

возникает в задаче теплопроводности, которое впервые было изучено фран-
цузским физиком и математиком Фурье (фр. Jean Baptiste Joseph Fourier), ко-
торыи̮ разработал специальныи̮ метод решения этого уравнения путём раз-
ложения искомои̮ функции в ряд Фурье. Величины 𝐷 и 𝜒 называются соот-
ветственно коэффициентами диффузии и температуропроводности. Ввиду
указаннои̮ аналогии коэффициент

𝐷м =
𝑐ଶ

4𝜋𝜎𝜇 (ͩ.ͪͨ)

в уравнении (ͩ.ͩͯ) иногда называют коэффициентом магнитнои̮ диффузии.
Заметим, что при тех же предположениях, для которых получено уравне-

ние (ͩ.ͩͯ) путём отбрасывания второго слагаемого в правои̮ части уравнения

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D1%83%D1%80%D1%8C%D0%B5,_%D0%96%D0%B0%D0%BD_%D0%91%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%81%D1%82_%D0%96%D0%BE%D0%B7%D0%B5%D1%84
http://en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Fourier


ГЛАВА ͭ. ТОКИ ФУКО И СКИН-ЭФФЕКТ ͩͫ

(ͩ.Ͱ) в однородном проводнике электрическое поле удовлетворяет уравне-
нию

𝜕𝑬
𝜕𝑡 = 𝑐ଶ

4𝜋𝜎𝜇 ∇
ଶ𝑬, (ͩ.ͪͩ)

котороеполучаетсяизуравнения (ͩ.ͩͪ) такжепослеотбрасываниямалоговто-
рого слагаемого. Поскольку 𝒋 = 𝜎𝑬, в однородном проводнике плотность то-
ка также удовлетворяет уравнению

𝜕𝒋
𝜕𝑡 =

𝑐ଶ
4𝜋𝜎𝜇 ∇

ଶ𝒋 . (ͩ.ͪͪ)

С практическои̮ точки зрения, эффект скинирования тока, быть может, бо-
лее значим, особенно в радиотехнике, но далее мы в основном будем решать
задачи о проникновении в проводящую среду магнитного поля.



Глава ͪ

Стационарный скин-эффект

ͩ. Скин-эффект на плоской границе
Изучение скин-эффекта обычно начинают с задачи о проникновении в про-
водник магнитного поля, изменяющегося по гармоническому закону. Хотя
решение этои̮ задачи, равно как и вывод уравнения (ͩ.ͩͯ), приведены в боль-
шинстве учебников по классическои̮ электродинамике, кратко повторим ос-
новные этапы решения, поскольку далее мы будем неоднократно к нему об-
ращаться вновь.

Применим уравнение (ͩ.ͩͯ) к участку поверхности проводника, столь ма-
лому, что его можно считать плоским.¹ Пусть внутренняя нормаль к этому
участкуповерхностисовпадает сположительнымнаправлениеоси𝑥 (Рис. ͪ.ͩ).
В такои̮ формулировке мы приходим к задаче о проникновении переменного
магнитного поля в полупространство, занятое проводником. Пусть это поле
зависит только от времени 𝑡 икоординаты 𝑥; зависимостьюот координат𝑦, 𝑧
пренебрегаем, считая, что толщина скин-слоя 𝛿 существенно меньше длины
волны 𝜆 вдоль этих координат,

𝛿 ≪ 𝜆. (ͪ.ͩ)

Кроме того, можно считать, что магнитное поле параллельно плоскои̮ грани-
це. Наличие проекции переменного магнитного поля на направление норма-
ли к поверхности противоречило бы уравнению div𝑯 = 0. Деи̮ствительно,
из него следует, что 𝜕𝐻௫/𝜕𝑥 = 0, т.е. 𝐻௫ есть функция, не зависящая от коор-
динат. Но тогда из уравнения (ͩ.ͩͯ) следует, что 𝜕𝐻௫/𝜕𝑡 = 0, т.е.𝐻௫ не зависит
также и от времени. Поскольку поле, постоянное во времени и в простран-

¹ Для этого необходимо, по краи̮неи̮ мере, чтобыкривизна поверхности была больше тол-
щины скин-слоя.

ͩͬ
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Рис. ͪ.ͩ: Скин-эффект на плоскои̮ границе проводника.

стве, нас здесь не интересует, будем считать, что 𝐻௫ = 0. Таким образом, мы
приходим к следующеи̮ задаче.

Задача ͩ. Полупространство 𝑥 > 0 занято хорошопроводящеи̮ средои̮. На его
границе создано переменное магнитное поле 𝑯 = 𝐻�̂�௭ cos(𝜔𝑡), направлен-
ное вдоль оси 𝑧. Наи̮ти магнитное поле в проводнике.
Решение. Выбрав в уравнении (ͩ.ͩͯ) проекцию на ось 𝑧, запишем её в виде

𝜕𝐻௭
𝜕𝑡 = 𝐷м

𝜕ଶ𝐻௭
𝜕𝑥ଶ . (ͪ.ͪ)

Поскольку поле вне проводника зависит от времени по гармоническому закону, то и
внутри проводника

𝐻௭(0, 𝑡) = 𝐻 cos(𝜔𝑡) (ͪ.ͫ)

на его границе при 𝑥 = 0. Гармоническая зависимость (ͪ.ͫ) характеризует так на-
зываемыи̮ стационарныи̮ скин-эффект. Любая другая зависимость от времени поля
на границе относится к случаю нестационарного скин-эффекта, которыи̮ будет рас-
смотрен в главе ͬ.

Поскольку уравнение (ͪ.ͪ) линеи̮но и к тому же содержит только вещественные
коэффициенты, последующие выкладкиможно существенно упростить, если переи̮-
ти к комплекснои̮ записи. Будем искать решение другои̮, вспомогательнои̮ задачи.
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Она получается заменои̮ cos(𝜔𝑡) в известнои̮ зависимости поля вне проводника на
комплексную экспоненту:

𝐻௭(0, 𝑡) = 𝐻 eିఠ௧ . (ͪ.ͬ)

Решение исходнои̮ задачи с вещественным полем можно получить из решения этои̮
вспомогательнои̮ задачи с комплексным полем путём отделения вещественнои̮ ча-
сти. Нетрудно видеть, что если некоторая комплексная функция𝐻௭(𝑥, 𝑡) доставляет
решение линеи̮ному уравнению (ͪ.ͪ) с деи̮ствительнымикоэффициентами, тофунк-
ция 𝐻∗

௭(𝑥, 𝑡), комплексно сопряженная еи̮, также является решением этого уравне-
ния. Отсюда следует, что вещественная часть Re𝐻௭(𝑥, 𝑡) = [𝐻௭(𝑥, 𝑡) + 𝐻∗

௭(𝑥, 𝑡)]/2 ре-
шения вспомогательнои̮ задачи является решением исходнои̮ задачи.

Поскольку магнитное поле вне проводника пропорционально exp(−𝑖𝜔𝑡), пред-
положим, что решение вспомогательнои̮ задачи следует искать в виде

𝐻௭(𝑥, 𝑡) = 𝐻(𝑥) exp(−𝑖𝜔𝑡) . (ͪ.ͭ)

Подставив эту зависимость в уравнение с частными производными (ͪ.ͪ), получим
обыкновенное дифференциальное уравнение

dଶ𝐻
d𝑥ଶ = −2𝑖

𝛿ଶ 𝐻 , (ͪ.ͮ)

где обозначение

𝛿 = ඨ2𝐷м
𝜔 = 𝑐

ඥ2𝜋 𝜎 𝜇𝜔
,

имеетразмерностьдлины.Общеерешениеобыкновенногодифференциальногоурав-
нения второго порядка с постоянными коэффициентами следует искать в виде сум-
мы экспонент 𝔸exp(𝑖𝑘𝑥) с постоянным коэффициентами 𝔸 и 𝑘.² Коэффициент 𝑘 на-
ходим, подставив exp(𝑖𝑘𝑥) в уравнение (ͪ.ͮ). Получившееся алгебраическое уравне-
ние

𝑘ଶ = 2𝑖
𝛿ଶ

имеет два корня

𝑘± = ±1 + 𝑖
𝛿 .

Один из них (𝑘ା) отвечает убывающему, а другои̮ (𝑘ି) –– нарастающему вглубь про-
водника (при 𝑥 → ∞) переменному магнитному полю. В рассматриваемои̮ задаче о

² Вообще говоря, коэффициент𝔸может быть полиномом степени𝑛−1, где𝑛 –– число оди-
наковых (вырожденных) корнеи̮ характеристического алгебраического уравнения, которое
получается из дифференциального уравнения после подстановки в него экспонент. Однако
в нашеи̮ задаче корни характеристического уравнения не вырождены.
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проводнике, занимающем полупространство, нарастающее решение следует отбро-
сить, так как оно отвечает бессмысленному увеличениюмагнитного поля вплоть до
бесконечного значения при удалении от источника поля, каковым является поле на
границе. Таким образом, внутри проводника, в области 𝑥 > 0, решение вспомога-
тельнои̮ задачи имеет вид:

𝐻௭(𝑥, 𝑡) = 𝔸 exp[−(1 − 𝑖)𝑥/𝛿] exp(−𝑖𝜔𝑡).

Коэффициент 𝔸 находим из условия непрерывности тангенциальнои̮ проекции на-
пряжённостимагнитногополяна границепроводникапри𝑥 = 0. Посколькувнепро-
водника при 𝑥 = 0 напряжённость магнитного поля изменяется по закону𝐻௭(0, 𝑡) =
𝐻 exp(−𝑖𝜔𝑡), заключаем, что 𝔸 = 𝐻. Следовательно,

𝐻௭(𝑥, 𝑡) = 𝐻 exp[−(1 − 𝑖)𝑥/𝛿] exp(−𝑖𝜔𝑡). (ͪ.ͯ)

Отделяявещественнуючастькомплекснои̮функции𝐻௭(𝑥, 𝑡)находимвеществен-
ное магнитное поле в проводнике:

𝐻௭(𝑥, 𝑡) = 𝐻 exp(−𝑥/𝛿) cos(𝜔𝑡 − 𝑥/𝛿). (ͪ.Ͱ)

Отсюда видно, что 𝛿 есть глубина проникновение переменного магнитного поля в
проводящую среду. Эту глубину называюттолщиной скин-слоя.

Для промышленнои̮ частоты 𝑓 = 𝜔/2𝜋 = 50 Гц толщина скин-слоя в меди при-
мерно равна 1 см. При 𝑓 = 5 kГц она составляет 1мм, а при 𝑓 = 50МГц становится
микроскопически малои̮, 𝛿 = 10мкм.

Задача ͪ. В условиях предыдущеи̮ задачи наи̮ти электрическое поле и плот-
ность тока в проводнике.
Решение. Чтобынаи̮тиэлектрическоеполевпроводнике, используемтретьеизурав-
нении̮ (ͩ.ͬ), в котором опустим ток смещения:

rot𝑯 = 4𝜋
𝑐 𝒋. (ͪ.ͱ)

Отсюда с помощью закона Ома (ͩ.ͮ) находим

𝑬 = 𝑐
4𝜋 𝜎 rot𝑯 . (ͪ.ͩͨ)

Подставив сюда напряжённость магнитного поля (ͪ.ͯ), заключаем, что электриче-
ское поле имеет только 𝑦-компоненту

𝐸௬ = (1 − 𝑖)ට 𝜔 𝜇
8𝜋 𝜎 𝐻௭ . (ͪ.ͩͩ)

Подставив сюда 𝐻௭ из формулы (ͪ.ͯ) и выделив вещественную часть, получаем

𝐸௬(𝑥, 𝑡) = ට 𝜔 𝜇
4𝜋 𝜎𝐻 eି௫/ఋ cos (𝜔𝑡 − 𝑥/𝛿 + 𝜋/4) . (ͪ.ͩͪ)
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Умножая этот результат на 𝜎, находим распределение плотности тока в проводнике:

𝑗௬(𝑥, 𝑡) = ට𝜔 𝜇 𝜎
4𝜋 𝐻 eି௫/ఋ cos (𝜔𝑡 − 𝑥/𝛿 + 𝜋/4) . (ͪ.ͩͫ)

Если толщина скин-слоя 𝛿 мала смакроскопическимиразмерами задачи, можно вве-
сти понятие поверхностного тока

𝑖 = න
ஶ


𝑗௬ d𝑥.

Вычислив интеграл, получим

𝑖 = 𝑐𝐻
4𝜋 . (ͪ.ͩͬ)

Задача ͫ. Установить связь между магнитным и электрическим полями на
поверхности проводника (граничное условие Леонтовича, (Leontovich)).
Решение. Посколькутангенциальнаяпроекциянапряжённостиэлектрическогопо-
ля непрерывна на границе проводника, соотношение (ͪ.ͩͩ) верно также вне провод-
ника, непосредственно у его поверхности. Записав (ͪ.ͩͩ) в векторнои̮ форме, прихо-
дим к граничному условию Лентовича:

𝑬ఛ = 𝜁 [𝒏,𝑯ఛ] . (ͪ.ͩͭ)
Оно связывает тангенциальные проекции 𝑬ఛ и 𝑯ఛ напряжённостеи̮ магнитного и
электрического полеи̮ на границе проводника. Здесь 𝒏 обозначает вектор внешнеи̮
нормали, направленныи̮ из проводника наружу. Коэффициент пропорциональности

𝜁 = (1 − 𝑖)ට 𝜔 𝜇
8𝜋 𝜎 (ͪ.ͩͮ)

в граничном условии Леонтовича называется поверхностным импедансом. В систе-
ме СГС 𝜁 является безразмернои̮ величинои̮. Граничное условие (ͪ.ͩͭ) имеет более
широкую область применимости, чем конкретное выражение (ͪ.ͩͮ) для поверхност-
ного импеданса.³

Для хороших проводников (таких, как медь) 𝜎 ∼ 10ଵ сିଵ и даже в радиодиапа-
зоне 𝜁 ≪ 1. В таких условиях𝐸 ≪ 𝐻, поэтому, говоря о скин-эффекте, подразумевают
в первую очередь скинирование магнитного поля. Малая величина отношения 𝐸/𝐻
в проводнике обусловлена тои̮ особенностью отражения электромагнитнои̮ волны
от поверхности хорошего проводника, в результате которои̮ электрические поля па-
дающеи̮ и отраженнои̮ волны почти полностью компенсируют друг друга. Неудиви-
тельно поэтому, что в пределе 𝜎 → ∞ граничное условие Леонтовича переходит в
известное граничное условие

𝑬ఛ = 0
на поверхности идеального проводника.

³ Граничное условие Леонтовича можно использовать даже при очень большои̮ частоте
𝜔, когда необходимо учитывать зависимость удельнои̮ проводимости 𝜎 от частоты.

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9B%D0%B5%D0%BE%D0%BD%D1%82%D0%BE%D0%B2%D0%B8%D1%87,_%D0%9C%D0%B8%D1%85%D0%B0%D0%B8%D0%BB_%D0%90%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%81%D0%B0%D0%BD%D0%B4%D1%80%D0%BE%D0%B2%D0%B8%D1%87
http://en.wikipedia.org/wiki/Mikhail_Leontovich


ГЛАВА ͮ. СТАЦИОНАРНЫЙ СКИН-ЭФФЕКТ ͩͱ

Задача ͬ. Наи̮ти электрическое поле и плотность тока в проводнике с помо-
щью интегральнои̮ формы уравнения Фарадея.
Решение. Запишем закон Фарадея в интегральнои̮ форме:

ර𝑬 ⋅ d𝒍 = −𝜇𝑐
𝜕
𝜕𝑡 න𝑯 ⋅ d𝑺. (ͪ.ͩͯ)

Метод расчёта, основанныи̮ на интегральнои̮ форме уравнении̮, удобен, когда значе-
ние контурного интеграла слева можно наи̮ти без вычислении̮, используя симмет-
риюзадачи. В данном случаеинтегралнамвсё-такипридётся вычислить, но позднее
мы встретим примеры, где явные вычисления не потребуются.

В качестве контура интегрирования выберем прямоугольник ABCD, как показа-
но на Рис ͪ.ͩ. Пусть его сторона AB имеет длину 𝐿, а сторона DC –– длину 𝑥. Внешнеи̮
нормальюк выбранному контуру с направлением обходаABCDявляется единичныи̮
вектор �̂�௭ . Поскольку поле 𝑬 имеет только 𝑦-компоненту, то интеграл по выбранно-
му контуру равен

ර𝑬 ⋅ d𝒍 = 𝐿 [𝐸(𝑥, 𝑡) − 𝐸(0, 𝑡)] . (ͪ.ͩͰ)

Интегралвправои̮ части (ͪ.ͩͯ) легковычислить, считая, чтомагнитноеполе уженаи̮-
дено:

−𝜇𝑐
𝜕
𝜕𝑡 න𝑯 ⋅ d𝑺 = −𝜇𝑖𝜔

𝑐 𝐻 eିఠ௧
𝛿𝐿
1 − 𝑖 ൣe

ି(ଵି)௫/ఋ −1൧ . (ͪ.ͩͱ)

Приравнивая выражения (ͪ.ͩͰ) и (ͪ.ͩͱ), сначала используем условие 𝐸(𝑥 → ∞, 𝑡) = 0,
чтобы наи̮ти 𝐸(0, 𝑡). Исключая затем 𝐸(0, 𝑡) из (ͪ.ͩͰ), находим

𝐸(𝑥, 𝑡) = −𝜇𝜔𝛿𝑐 𝐻
𝑖

1 − 𝑖 e
ି(ଵି)௫/ఋ eିఠ௧ . (ͪ.ͪͨ)

Выделяявещественнуючастьвпоследнемвыражении, вновьполучаемформулу (ͪ.ͩͪ)
для электрического поля.

Заметим, чтов глубинепроводникаамплитудынапряжённостеи̮магнитного (ͪ.Ͱ),
электрического поля (ͪ.ͩͪ) и плотности тока (ͪ.ͩͫ) убывают по экспоненциальному
закону. При этом основная часть тока сосредоточена в поверхностном слое толщи-
нои̮ 𝛿. Толщина скин-слоя 𝛿 уменьшается с частотои̮ 𝛿 ∼ 1/√𝜔. Условие применимо-
сти макроскопических уравнении̮ поля, о которых говорилось выше, требует, чтобы
𝛿 было велико по сравнению с длинои̮ свободного пробега электронов проводимо-
сти. При увеличении частоты это условие в металлах нарушается первым.

Задача ͭ. Наи̮ти мощность омических потерь в плоском скин-слое.
Решение. Всоответствие с закономДжоуля-Ленца (JamesPrescott Joule,HeinrichLenz),
энергия, которая диссипирует в элементе объёма d𝑉 проводника в единицу време-
ни, равна

d𝑄 = (⟨𝒋 ⋅ 𝑬⟩) d𝑉 = 𝜎 ൻ𝐸ଶൿ d𝑉 , (ͪ.ͪͩ)

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B6%D0%BE%D1%83%D0%BB%D1%8C,_%D0%94%D0%B6%D0%B5%D0%B9%D0%BC%D1%81
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9B%D0%B5%D0%BD%D1%86,_%D0%AD%D0%BC%D0%B8%D0%BB%D0%B8%D0%B9_%D0%A5%D1%80%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B8%D0%B0%D0%BD%D0%BE%D0%B2%D0%B8%D1%87
http://en.wikipedia.org/wiki/James_Prescott_Joule
http://en.wikipedia.org/wiki/Heinrich_Lenz
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где угловые скобки означают усреднение по времени. Существенно, что операция
усреднения квадратичных величин и операция выделения вещественных частеи̮ 𝒋 и
𝑬 не коммутируют, поэтому 𝒋 и 𝑬 здесь предполагаются только вещественными.

Чтобы наи̮ти мощность, которая выделяется в столбике бесконечнои̮ длины с
единичнои̮ площадью сечения, величину d𝑄 следует проинтегрировать по 𝑥:

𝑄 = න
ஶ


𝜎 ൻ𝐸ଶൿ d𝑥 .

С помощью выражения (ͪ.ͩͪ) легко проверить, что

ൻ𝐸ଶൿ = 𝜔 𝜇
4𝜋 𝜎𝐻

ଶ
 eିଶ௫/ఋ ൻcosଶ (𝜔𝑡 − 𝑥/𝛿 + 𝜋/4)ൿ = 𝜔 𝜇

8𝜋 𝜎𝐻
ଶ
 eିଶ௫/ఋ . (ͪ.ͪͪ)

Следовательно,

𝑄 = ට 𝜔𝜇
8𝜋𝜎

𝑐𝐻ଶ


8𝜋 . (ͪ.ͪͫ)

Вводя обозначение 𝐸 = ඥ𝜔𝜇/4𝜋𝜎𝐻 для амплитуды электрического поля на по-
верхности проводника, можно также записать, что

𝑄 = 𝜎 𝛿 𝐸ଶ
4 . (ͪ.ͪͬ)

Задача ͮ. Вычислить мощность омических потерь в плоском скин-слое с по-
мощью граничного условия Леонтовича.

Решение. Решениепредыдущеи̮ задачипрощеполучить спомощьюграничногоусло-
вия Леонтовича. Оно позволяет вычислить мощность, поглощаемую в скин-слое, не
прибегаю к интегрированию.

В расчёте на единицу площади поверхности проводника эта мощность 𝑄 равна
среднему по времени потоку энергии электромагнитного поля

𝑆௫ =
𝑐
4𝜋 ⟨𝐸௬𝐻௭⟩ (ͪ.ͪͭ)

в направлении внутреннеи̮ нормали к поверхности проводника (в нашем случае она
направлена в положительном направлении оси 𝑥). Угловые скобки здесь означают
усреднение по периоду изменения поля. Вычисления удобно проводить, используя
комплексные формулы для представления переменных полеи̮, однако при перемно-
жении напряжённостеи̮ полеи̮ необходимо сначала выделить вещественную часть
полеи̮, единственно имеющую физическии̮ смысл. Для напряжённости магнитного
на границе проводника имеем

𝐻௭ = (𝐻 eିఠ௧ +𝐻 eାఠ௧)/2 . (ͪ.ͪͮ)
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Напряжённость электрического поля находим из граничного условия Леонтовича,
учитывая, что оно записано для комплексных функции̮:

𝐸௬ = (𝜁𝐻 eିఠ௧ +𝜁∗𝐻 eାఠ௧)/2 . (ͪ.ͪͯ)

При перемножении 𝐸௬ и 𝐻௭ получается два типа слагаемых. Одни из них не зависят
от времени. Они остаются после усреднения по времени. Другие слагаемые пропор-
циональны exp(±𝑖2𝜔𝑡). При усреднении они обращаются в нуль. В результате полу-
чаем:

𝑄 = 𝑐 𝜁ᇱ
8𝜋 𝐻ଶ

 , (ͪ.ͪͰ)

где

𝜁ᇱ = 𝜁 + 𝜁∗
2 = ට 𝜔𝜇

8𝜋 𝜎
есть вещественная часть поверхностного импеданса. Нетрудно видеть, что формула
(ͪ.ͪͰ) совпадает с (ͪ.ͪͫ).

В разделе ͭ было отмечено, что уравнение, описывающее скин-эффект,
формально совпадает с уравнениями диффузия и теплопроводности, поэто-
му явление скинирования можно наблюдать и при распространении тепла.
Интересно, что в задаче опроникновениитепловои̮ волнывнекоторуюсреду
существенным становиться эффект запаздывания волны, на которыи̮ редко
обращают внимание в задачах о диффузии электромагнитного поля. На эф-
фекте запаздывания основан принцип хранения пищевых продуктов в под-
земныхпогребах. Летомвпогребе прохладнее, а зимои̮, наоборот, теплее, чем
на поверхности земли.

Задача ͯ. На поверхности полупространства, заполненного однороднои̮ сре-
дои̮ с коэффициентом температуропроводности𝜒, температураменяется во-
круг среднего значения 𝑇 по гармоническому закону с частотои̮ 𝜔 и ампли-
тудои̮ 𝑇ଵ. Наи̮ти поле температуры в толще среды.
Решение. Запишем решение, используя аналогию с задачеи̮ о скинировании маг-
нитного поля в проводник:

𝑇 = 𝑇 + 𝑇ଵ eି௫/ఋ cos [𝜔 (𝑡 − 𝑥/𝛿்)] . (ͪ.ͪͱ)

В данном случае 𝛿் = ඥ2𝜒/𝜔.
В соответствии с (ͪ.ͪͱ), на большои̮ глубине, при 𝑥 ≫ 𝛿் , колебания темпера-

туры практически исчезают и 𝑇 → 𝑇. Если частота 𝜔 характеризует сезонные или
суточные колебания температуры на поверхности земли, то равновесная темпера-
тура почвы легко может быть определена по измерениям на достаточнои̮ глубине
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(𝑥 ≫ 𝛿்). Если эта равновесная температура оказывается ниже точки замерзания
почвенного рассола (раствор почвы в грунтовых водах), то возникает вечная мерз-
лота, не поддающаясярасплавлениюподвлияниемжаркого летаиливнезапногона-
ступления зноя.

Обратим внимание, что время 𝑡 в ходит в решение задачи (ͪ.ͪͱ) в комбинации
𝑡 − 𝑥/𝜒் . Это означает, что максимум (или минимум) температуры на глубине 𝑥 до-
стигается на время 𝑥/𝜒் позднее, чем на поверхности, что составляет суть эффек-
та запаздывания. Запаздывание и уменьшение амплитуды колебании̮ температуры
в глубине земли, которые описываются наи̮денным решением, издавна использу-
ется людьми в повседневнои̮ жизни. Примером является хранение продуктов в за-
глублённых погребах. Деи̮ствительно, характерная глубина скин-слоя для сезонных
(полугодовых, 𝜔 ≈ 10ି𝑐ି1) колебании̮ температуры составляет ≈ 1.5 м и для глу-
бины 𝑧 ≈ 5 м «работать» будут оба фактора: в этом случае стабилизация темпера-
туры наступает на глубине ℎ ≈ 3𝛿் ≈ 5м, где сдвиг по фазе примерно равен 𝜋. В
результате этого сдвига летняя температура 𝑇Л в погребе будет даже ниже зимнеи̮
𝑇З: 𝑇З − 𝑇Л ≈ △𝑇 eିగ ≈ 3∘𝐶 (здесь △𝑇 ≈ 80∘𝐶 — годовые колебания температуры в
Сибири).

Совершенно аналогично будущие строители станции̮ на Луне могут подсчитать,
насколько нужно её заглубить в лунныи̮ грунт, чтобы нивелировать суточные коле-
бания температуры, достигающие там 500 градусов.

Задача Ͱ. Широкая плита с проводимостью 𝜎, магнитнои̮ проницаемостью
𝜇, ограниченная плоскостями 𝑥 = ±ℎ, находится во внешнем однородном
магнитном поле 𝐻�̂�௭ eିఠ௧, параллельном её поверхности. Наи̮ти магнитное
поле в плите.
Решение. Как и в случае полубезграничного пространства, занятого проводником,
ищем решение в виде

𝐻௭(𝑥, 𝑡) = 𝐻(𝑥) eିఠ௧ , (ͪ.ͫͨ)
где функция 𝐻(𝑥) удовлетворяет уравнению

𝜕ଶ𝐻
𝜕𝑥ଶ = −2𝑖

𝛿ଶ 𝐻, (ͪ.ͫͩ)

причём 𝛿 = 𝑐/ඥ2𝜋𝜇𝜎𝜔. Однако теперь граничные условия имеют вид
𝐻(±ℎ) = 𝐻. (ͪ.ͫͪ)

Общее решение уравнения (ͪ.ͫͩ) имеет вид суммы двух экспонент
exp (±(1 − 𝑖)𝑥/𝛿) .

Учитывая симметрии задачи относительно плоскости 𝑥 = 0, нетрудно догадаться,
что коэффициенты перед этими экспонентами должны быть одинаковы, поэтому

𝐻(𝑥) = 𝔸 ൣe(ଵି)௫/ఋ +eି(ଵି)௫/ఋ൧ = 2𝔸 [ch(𝑥/𝛿) cos(𝑥/𝛿) − 𝑖 sh(𝑥/𝛿) sin(𝑥/𝛿)] .
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Очевидно, что это выражение можно представить в виде

𝐻(𝑥) = 2𝔸ටchଶ(𝑥/𝛿) cosଶ(𝑥/𝛿) + shଶ(𝑥/𝛿) sinଶ(𝑥/𝛿) exp(−𝑖𝜑(𝑥)) =

= 2𝔸ටcosଶ(𝑥/𝛿) + shଶ(𝑥/𝛿) exp(−𝑖𝜑(𝑥)),

где

𝜑(𝑥) = arctg sh(𝑥/𝛿) sin(𝑥/𝛿)ch(𝑥/𝛿) cos(𝑥/𝛿) .

Определив теперь константу 𝔸 из граничного условия (ͪ.ͫͪ) и выделив веществен-
ную часть полученного выражения, получаем искомыи̮ результат в окончательном
виде:

𝐻(𝑥, 𝑡) = 𝐻(𝑥) cos (𝜔𝑡 + 𝜑(𝑥) − 𝜑(ℎ)) (ͪ.ͫͫ)

𝐻(𝑥) =
ටcosଶ(𝑥/𝛿) + shଶ(𝑥/𝛿)

ටcosଶ(ℎ/𝛿) + shଶ(ℎ/𝛿)
𝐻. (ͪ.ͫͬ)

Задача ͱ. В условиях предыдущеи̮ задачи исследовать предельные случаи
сильного (𝛿 ≪ ℎ) и слабого (𝛿 ≫ ℎ) скин-эффекта. Наи̮ти количество теп-
лоты, выделяющееся в объёме плиты в единицу времени.
Решение. В случае сильного скин-эффекта, когда ℎ ≫ 𝛿, имеет место экспоненци-
альное уменьшение амплитуды поля от каждои̮ поверхности плиты вглубь провод-
ника, так что

𝐻(𝑥) ≈ 𝐻 eି(ି|௫|)/ఋ . (ͪ.ͫͭ)
Магнитноеполепроникаетвтонкии̮приповерхностныи̮ слои̮ с каждои̮ стороныпли-
ты, а в объёме плиты практически равно нулю. Иными словами, скинирование маг-
нитного поля на каждои̮ стороне плиты совершенного не зависит от процессов на
противоположнои̮ стороне плиты и каждую сторону плиты можно рассматривать
как бесконечное полупространство, воспользовавшись решением задачи ͭ. В част-
ности, чтобы наи̮ти мощность диссипации в плите, достаточно просто удвоить ре-
зультат вычислении̮ по формуле (ͪ.ͪͫ).

В случае слабого скин-эффекта, когда |𝑥| ≤ ℎ ≪ 𝛿, правая часть уравнения (ͪ.ͫͩ)
намного меньше его левои̮ части и поэтому в первом приближении может быть за-
менена нулём, так что

dଶ𝐻
d𝑥ଶ = 0.

Общее решение упрощённого таким образом уравнения имеет

𝐻(𝑥) ≈ 𝔸𝑥 + 𝔹.
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Далее из граничных условии̮ (ͪ.ͫͪ) находим, что 𝔸 = 0 и𝔹 = 𝐻, то есть

𝐻(𝑥) ≈ 𝐻. (ͪ.ͫͮ)

Этот результат был заранее очевиден: так как глубина скин-слоя фактически пред-
полагается бесконечнои̮, то внешнее поле без заметного ослабления проникает в
плиту и поэтому всюду однородно.

Согласно уравнению

rot𝑯 = 4𝜋
𝑐 𝒋,

в однородноммагнитном поле 𝒋 = 0, но это лишь первое приближение. Чтобынаи̮ти
распределение токов в пределе слабого скин-эффекта, рассмотрим плоскии̮ контур
в виде прямоугольника со сторонами 2𝑥 и 𝐿 вдоль осеи̮ 𝑥, 𝑦 соответственно. Пред-
полагая, что контур расположен симметрично относительно центра плиты, наи̮дём
ЭДС, которуюнаводит в контуре переменное магнитное поле. С помощью законаФа-
радея находим:

ℰ = −1
𝑐
𝜕𝛷
𝜕𝑡 = 2𝑖𝜔𝑐 𝐿𝑥𝜇𝐻.

ТокиФуко, наводимые этои̮ ЭДС, текут вдольповерхностиплиты (внаправленииоси
𝑦) перпендикулярно магнитному полю. Из симметрии задачи ясно, что эти токи не
могут течь в направлении оси 𝑥, так как направления +𝑥 и −𝑥 равнозначны. Следо-
вательно,

𝑗௬ = 𝜎𝐸௬ = 𝜎 ℰ
2𝐿 = 𝑖𝜎𝜔𝑐 𝜇𝐻𝑥 = 𝑖 𝑐𝐻

2𝜋
𝑥
𝛿ଶ .

Мнимыи̮множитель 𝑖 здесь означаетналичие сдвигафазытокана𝜋/2относительно
фазы внешнего магнитного поля, так как 𝑖 = eగ/ଶ.

Наконец, определим количество тепла 𝑄, выделяемое этим током в среднем за
единицу времени. Так как плита не ограничена в направлениях 𝑦 и 𝑧, имеет смысл
погонное значение 𝑄 в расчёте на единицу площади плиты, то есть мощность, кото-
рая выделяется в параллелепипеде высотои̮ 2ℎ и основанием в плоскости 𝑦𝑧 площа-
дью 1 смଶ:

𝑄 = 1
2𝜎 න



ି
ห𝑗௬ห

ଶ d𝑥 = 𝑐ଶ𝐻ଶ


4𝜋ଶ𝜎𝛿ସ න



𝑥ଶ𝑑𝑥 = 𝑐ଶ𝐻ଶ


12𝜋ଶ𝜎𝛿 ቆ

ℎ
𝛿ቇ

ଷ
.

Сравнение точного решения (ͪ.ͫͫ)и решении̮, полученных в приближе-
нии сильного (ͪ.ͫͭ) и слабого (ͪ.ͫͮ) скин-эффекта показано на рисунке ͪ.ͪ.

В заключение этои̮ главы рассмотрим «гастрономическую» задачу.

Задача ͩͨ. В микроволновои̮ печи, работающеи̮ на частоте 𝜔, при приготов-
лении бисквитного торта с мороженым в качестве начинки необходимо, что-
бы количество тепла, поглощённого в бисквите, существенно превышало (в
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Рис. ͪ.ͪ: Сравнение точного решения с приближёнными. Запустите интерак-
тивную демонстрацию в собственном окне или в окне веб-браузера.

𝐾 ≫ 1 раз) количество тепла, поглощённого в начинке. Какова должна быть
толщинаℎ бисквита, еслиегопроводимость𝜎ଵ такова, чтодлябисквита скин-
эффект слабыи̮, а в толще мороженого (проводимость 𝜎ଶ) скин-эффект силь-
ныи̮?

Решение. Совершенно ясно, почему для бисквита скин-эффект должен быть сла-
бым, а для мороженого — сильным. Иначе бисквит не будет пропечён равномерно,
а мороженое растает. Однако условие задачи — просто шутка, которои̮ ещё нужно
придать разумное физическое толкование. Очевидно, что речь может идти о нагре-
ве полупространства с проводимостью 𝜎ଶ, которое отделено от гармонически ме-
няющегося параллельного поверхности полупространствамагнитного поля𝑯 eିఠ௧
слоем другого вещества с проводимостью 𝜎ଵ и толщинои̮ ℎ. Пусть задано требуемое
отношение 𝐾 ≫ 1 теплоты, выделившеи̮ся в поверхностном слое, к теплоте, выде-
лившеи̮ся в полупространстве. Наи̮дём величину ℎ, предполагая, что в поверхност-
номслоереализуется случаи̮ слабого скин-эффекта, а в остальномполупространстве
— случаи̮ сильного скин-эффекта.

Введём декартову систему координат с осью 𝑥, направленнои̮ от внешнеи̮ гра-
ницы поверхностного слоя вглубь полупространства. Направим ось 𝑧 вдоль внешне-
го переменного магнитного поля 𝑯. Тогда и во всем пространстве магнитное поле
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имеет только 𝑧-компоненту и удовлетворяет уравнению

𝜕𝐻௭
𝜕𝑡 = 𝑐ଶ

4𝜋𝜎
𝜕ଶ𝐻௭
𝜕𝑥ଶ

в двух смежных областях с разнои̮ проводимостью 𝜎 = 𝜎ଵ,ଶ. Предполагая, что в об-
ласти 0 < 𝑥 < ℎ с проводимостью 𝜎ଵ скин-эффект слабыи̮, ищем там решение в виде

𝐻௭ଵ(𝑥) = 𝐻 + 𝛥𝐻𝑥/ℎ, (ͪ.ͫͯ)

аналогично тому, как это сделано в задаче Ͱ для случая слабого скин-эффекта. На-
против, в области 𝑥 > ℎ по условию задачи скин-эффект является сильным, поэтому
там

𝐻௭ଶ(𝑥) = 𝐻ଶ exp (−𝑘ଶ(𝑥 − ℎ)) , (ͪ.ͫͰ)

где 𝑘ଶ = (1 − 𝑖)/𝛿ଶ и 𝛿ଶ = 𝑐/ඥ2𝜋𝜎ଶ𝜔. Константы в уравнениях (ͪ.ͫͯ) и (ͪ.ͫͰ) выбра-
ны так, что граничные условия при 𝑥 = 0 и 𝑥 → ∞ уже выполнены, а неизвестные
величины 𝛥𝐻 и 𝐻ଶ нужно выразить через 𝐻 с помощью граничных условии̮ при
𝑥 = ℎ. Одно из их условии̮ следует из непрерывности тангенциальнои̮ компоненты
магнитного поля 𝐻௭:

𝐻௭ଵ(ℎ) = 𝐻௭ଶ(ℎ). (ͪ.ͫͱ)

Другое условие получается из непрерывности тангенциальнои̮ компоненты элек-
трического поля 𝐸௬ . Она выражается через производную 𝐻ᇱ

௭(𝑥) ≡ 𝜕𝐻௭/𝜕𝑥 из урав-
нения

rot𝑯 = 4𝜋
𝑐 𝒋 = 4𝜋𝜎

𝑐 𝑬. (ͪ.ͬͨ)

Это второе условие имеет вид

𝐻ᇱ
௭ଵ(ℎ)
𝜎ଵ

= 𝐻ᇱ
௭ଶ(ℎ)
𝜎ଶ

. (ͪ.ͬͩ)

В результате простых вычислении̮ из уравнении̮ (ͪ.ͫͱ) и (ͪ.ͬͩ) находим:

𝐻ଶ =
𝐻

1 + 𝑘ଶℎ𝜎ଵ/𝜎ଶ
,

𝛥𝐻 = −(𝑘ଶℎ𝜎ଵ/𝜎ଶ)𝐻ଶ.

Далее с помощью уравнения (ͪ.ͬͨ) находим плотность тока в слое с проводимостью
𝜎ଵ:

𝑗௬ଵ =
𝑐𝐻ଶ𝑘ଶ𝜎ଵ
4𝜋𝜎ଶ

.
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Поскольку она не зависит от координат, мощность выделения тепла в этом слое на-
ходимпростымумножениемсреднеи̮ удельнои̮мощности |𝑗௬ଵ|ଶ/2𝜎ଵ натолщинуслоя
ℎ:

𝑄ଵ =
𝑐ଶℎ𝜎ଵ|𝐻ଶ|ଶ
16𝜋ଶ𝜎ଶଶ𝛿ଶଶ

.

Чтобы наи̮ти мощность, которая выделяется в полупространстве с проводимостью
𝜎ଶ, можно воспользоваться результатом решения задачи ͭ, приняв во внимание, что
на границе этого полупространства амплитуда поля равна 𝐻ଶ. Следовательно,

𝑄ଶ = ඨ
𝜔

8𝜋𝜎ଶ
𝑐|𝐻ଶ|ଶ
8𝜋 .

Составляя отношение 𝐾 = 𝑄ଵ/𝑄ଶ, находим:

𝑄ଵ
𝑄ଶ

= 2ℎ
𝛿ଵ

ඨ
𝜎ଵ
𝜎ଶ

= 2ℎ
𝛿ଶ

𝜎ଵ
𝜎ଶ

.

Так как по условию задачи ℎ ≪ 𝛿ଵ, отсюда следует, что

𝐾 ≪ 2ඥ𝜎ଵ/𝜎ଶ.

Последнее неравенство совместимо с предположением 𝐾 ≫ 1, только если 𝜎ଵ ≫ 𝜎ଶ.
Поскольку проводимости бисквита и мороженого скорее всего примерно одного по-
рядка величины, приготовление изысканного торта с мороженым вмикроволновои̮
печи так и останется всего лишь шуткои̮.

ͪ. Скин-эффект в цилиндре
Переи̮дем к изучению скин-эффекта в цилиндрическои̮ геометрии. В каче-
стве первого примера вычислим сопротивление и индуктивность круглого
провода.

Задача ͩͩ. Вычислить омическое сопротивление круглого провода.
Решение. Запишем уравнение (ͩ.ͪͪ) в цилиндрическои̮ системе координат (𝑟, 𝛼, 𝑧).
Учитывая симметриюзадачи, будемсчитать, чтовекторплотноститока 𝒋имееттоль-
ко компоненту 𝑗௭ вдоль оси цилиндрического провода. Тогда для гармоническои̮ за-
висимости тока от времени, 𝑗௭ = 𝑗(𝑟) eିఠ௧ , причём вследствие симметрии задачи
амплитуда тока 𝑗௭(𝑟) зависит только от радиуса 𝑟, которыи̮ отсчитывается от оси
симметрии провода. Функция 𝑗(𝑟) подчиняется уравнению

1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟𝑟

𝜕
𝜕𝑟 𝑗 = − 2𝑖

𝛿ଶ 𝑗. (ͪ.ͬͪ)
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Его общее решения имеет вид

𝑗 = 𝔸 J(𝜉) + 𝔹Y(𝜉), (ͪ.ͬͫ)

где 𝜉 = (1 + 𝑖) 𝑟/𝛿, а J(𝜉) и Y(𝜉) –– функции Бесселя. Заметим, что решение урав-
нения (ͪ.ͬͪ) можно записать также через другие функции Бесселя I(𝜁) и K(𝜁), где
𝜁 = (1 − 𝑖) 𝑟/𝛿:

𝑗 = 𝔸 I(𝜁) + 𝔹K(𝜁). (ͪ.ͬͬ)

Коэффициенты 𝔹 следует принять равными нулю, так как Y(𝜉) → ∞ при 𝜉 → 0 и
K(𝜁) → ∞ при 𝜁 → 0. В даннои̮ задаче мы воспользуемся представлением решения
в форме (ͪ.ͬͫ), но в некоторых других задачах, которые будут решены далее, более
удобных оказывается форма (ͪ.ͬͬ).

Выберем коэффициент 𝔸 в (ͪ.ͬͫ) так, чтобы величина

𝐽 = න



2𝜋𝑟𝑗௭ d𝑟 (ͪ.ͬͭ)

имела смысл амплитуды полного тока через сечение провода радиуса 𝑎. Интеграл
(ͪ.ͬͭ) вычисляется просто, если учесть, что

d
d𝜉 ൫𝜉

 J(𝜉)൯ = 𝜉 Jିଵ(𝜉).

Вводя обозначение 𝜉 = (1 − 𝑖) 𝑎/𝛿, имеем

𝑗௭ =
1 + 𝑖
2𝜋𝑎𝛿

J(𝜉)
Jଵ(𝜉)

𝐽. (ͪ.ͬͮ)

Сопротивлениекруглогопровода𝑅 наединицудлинынаи̮дём, приравнивая𝑅𝐽ଶ/2
и количество джоулева тепла, выделяющегося в единице длины провода за едини-
цу времени. Обозначая угловыми скобками среднее значение по периоду изменения
тока, имеем

1
2𝑅𝐽

ଶ = න




⟨𝑗ଶ௭ ⟩
𝜎 2𝜋 𝑟 d𝑟. (ͪ.ͬͯ)

Перед вычислением среднего значения в формуле (ͪ.ͬͮ) следует переи̮ти к веще-
ственным величинам. Тогда

𝑗௭ =
1
2 ቈ

1 + 𝑖
2𝜋𝑎𝛿

J(𝜉)
Jଵ(𝜉)

eିఠ௧ + 1 − 𝑖
2𝜋𝑎𝛿

J(𝜉∗)
Jଵ(𝜉∗)

eାఠ௧ 𝐽,

где ∗ обозначает комплексное сопряжение. После возведения 𝑗௭ в квадрат получа-
ем два сорта слагаемых. Одни осциллируют с удвоеннои̮ частотои̮ (так как содержат
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Рис. ͪ.ͫ: Сравнение точного решения с приближёнными.

множители eିଶఠ௧ или eିଶఠ௧). При усреднении по времени они дают ноль. Другие
слагаемые не зависят от времени, поэтому результат усреднения имеет вид

⟨𝑗ଶ௭ ⟩ =
1
2 ቈ

1 + 𝑖
2𝜋𝑎𝛿

J(𝜉)
Jଵ(𝜉)

 ቈ 1 − 𝑖
2𝜋𝑎𝛿

J(𝜉∗)
Jଵ(𝜉∗)

 𝐽ଶ.

Подставив последнее выражение в (ͪ.ͬͯ) и вычислив интеграл, получаем искомое
выражение для омического сопротивления круглого провода:

𝑅 = 1
4𝜋𝜎𝑎𝛿 ቈ(1 + 𝑖)

J(𝜉)
Jଵ(𝜉)

+ (1 − 𝑖)
J(𝜉∗)
Jଵ(𝜉∗)

 . (ͪ.ͬͰ)

В пределе 𝛿 ≫ 𝑎 это выражение переходит в известную формулу 𝑅 = 1/𝜋𝜎𝑎ଶ. Если
же 𝛿 ≪ 𝑎, то 𝑅 = 1/2𝜋𝜎𝑎𝛿. Как видно из рисунка ͪ.ͫ, сопротивление круглого ци-
линдра зависит от толщины скин-слоя 𝛿/𝑎, но вшироком диапазоне величинможно
пользоваться приближенными решениями.

Задача ͩͪ. Вычислить индуктивность круглого провода.
Решение. В отличие от сопротивления самоиндукция проводника уменьшается по
мере увеличения частоты тока. Деи̮ствительно, самоиндукция проводника, соглас-
но определению, пропорциональна энергии магнитного поля тока, циркулирующе-
го по этому проводнику. С другои̮ стороны, известно, что если ток сосредоточен, на-
пример, на поверхности цилиндрического проводника, то магнитное поле внутри
проводника равно нулю; поле же вне цилиндра от распределения тока по его сече-
нию не зависит (поскольку распределение это сохраняет аксиальную симметрию).
Следовательно, по мере концентрации тока на поверхности проводника уменьша-
ется энергия его поля, а стало быть, и самоиндукция проводника, причём послед-
няя стремится к пределу 𝐿out, равному внешнеи̮ самоиндукции проводника. К тому
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же выводу можно прии̮ти, приняв во внимание, что магнитное поле в проводниках
определяется дифференциальным уравнением того же вида, как и электрическое
поле, и что, стало быть, как электрическое, так и магнитное поле быстроперемен-
ных токов вглубь проводников не проникает.

Внутреннюючастьиндуктивности𝐿in, связаннуюсмагнитнымполемвнутрикруг-
лого проводника, вычислим, приравняв 𝐿in⟨𝐽ଶ⟩/2𝑐ଶ = 𝐿in𝐽ଶ/4𝑐ଶ к энергии магнитно-
го поля внутри провода. Используя решение предыдущеи̮ задачи, сначала наи̮дём
магнитное поле внутри проводника. В любои̮ точке провода оно направлено по ази-
муту и равно

𝐵ఈ = 2
𝑐𝑟 න




2𝜋𝑟 𝑗௭ d𝑟 =

2𝐽
𝑐𝑎

Jଵ(𝜉)
Jଵ(𝜉)

.

Обозначая угловыми скобками среднее значение по периоду изменения тока, имеем

1
4𝑐ଶ𝐿in𝐽

ଶ = න




⟨𝐵ଶ
ఈ⟩

8𝜋 2𝜋 𝑟 d𝑟. (ͪ.ͬͱ)

Перед вычислением среднего значения в формуле (ͪ.ͬͱ) следует переи̮ти к веще-
ственным величинам. Тогда

𝐵ఈ = 𝐽
𝑐𝑎 ቈ

Jଵ(𝜉)
Jଵ(𝜉)

eିఠ௧ +
Jଵ(𝜉∗)
Jଵ(𝜉∗)

eାఠ௧ ,

где ∗ обозначает комплексное сопряжение. После возведения 𝐵ఈ в квадрат и усред-
нения по времени получаем

⟨𝐵ଶ
ఈ⟩ =

2𝐽ଶ
𝑐ଶ𝑎ଶ ቈ

Jଵ(𝜉)
Jଵ(𝜉)

 ቈ
Jଵ(𝜉∗)
Jଵ(𝜉∗)

 .

Подставив последнее выражение в (ͪ.ͬͱ) и вычислив интеграл, получаем искомое
выражение для внутреннеи̮ части индуктивности круглого провода:

𝐿 = − 𝛿
2𝑎 ቈ(1 − 𝑖)

J(𝜉)
Jଵ(𝜉)

+ (1 + 𝑖)
J(𝜉∗)
Jଵ(𝜉∗)

 . (ͪ.ͭͨ)

В пределе 𝛿 ≫ 𝑎 это выражение переходит в известную формулу 𝐿in = 1/2. Если же
𝛿 ≪ 𝑎, то 𝐿in = 𝛿/𝑎. Внешняя часть индуктивности 𝐿out обычно значительно больше,
чем 𝐿in.

Задача ͩͫ. Бесконечныи̮ проводящии̮ цилиндр помещён в переменное одно-
родное магнитное поле𝑯 eିఠ௧, направленное вдоль его оси. Наи̮ти магнит-
ное поле в цилиндре.

Решение. Пусть магнитное поле направлено вдоль оси 𝑧, которая совпадает с осью
круглого цилиндра. Вследствие симметрии задачи направлениемагнитного поля не
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меняется и лишь его величина зависит от радиальнои̮ координаты 𝑟, которая отсчи-
тывается от оси цилиндра, так что

𝐻௭ = 𝐻(𝑟) eିఠ௧ .

В цилиндрических координатах (𝑟, 𝛼, 𝑧) уравнение (ͩ.ͩͯ), записанное для функции
𝐻(𝑟), принимает следующии̮ вид:

1
𝑟
d
d𝑟𝑟

d
d𝑟𝐻 = −2𝑖

𝛿ଶ 𝐻. (ͪ.ͭͩ)

Вне проводника формально 𝛿 → ∞ и вместо (ͪ.ͭͩ) следует использовать уравнение
1
𝑟
d
d𝑟𝑟

d
d𝑟𝐻 = 0. (ͪ.ͭͪ)

Рассмотрим полыи̮ проводящии̮ цилиндр с внутренним радиусом 𝑎 и внешним
радиусом 𝑏 > 𝑎. Снаружи проводника при 𝑟 > 𝑏 в соответствии с уравнением (ͪ.ͭͪ)
магнитное поле имеет заданную амплитуду

𝐻(𝑟) = 𝐻 . (ͪ.ͭͫ)

Во внутреннеи̮ полости при 𝑟 < 𝑎магнитное поле также однородно, но его величина
пока не известна:

𝐻(𝑟) = 𝐻in . (ͪ.ͭͬ)
Наконец, в проводнике при 𝑎 < 𝑟 < 𝑏 решение уравнения (ͪ.ͭͩ) выражается через
функции Бесселя аналогично тому, как это сделано в задаче ͩͩ:

𝐻(𝜁) = 𝔸 I(𝜁) + 𝔹 K(𝜁) , (ͪ.ͭͭ)

где 𝜁 = (1 − 𝑖) 𝑟/𝛿, а коэффициенты 𝔸 и 𝔹 нам предстоит наи̮ти с помощью гранич-
ных условии̮.

Одна пара граничныи̮ условии̮ получается из требования непрерывности 𝐻௭ на
внутреннеи̮ивнешнеи̮ поверхностипроводника. Вводяобозначения 𝜁 = (1 − 𝑖) 𝑎/𝛿
и 𝜁 = (1 − 𝑖) 𝑏/𝛿, имеем:

𝐻in = 𝐻(𝜁), (ͪ.ͭͮ)
𝐻 = 𝐻(𝜁). (ͪ.ͭͯ)

Поскольку𝐻in неизвестно, необходимо ещё одно граничное условие. Это условие по-
лучаем, приравнивая азимутальное электрическое поле

𝐸ఈ = 𝑖 𝜔 𝑎
2𝑐 𝐻in (ͪ.ͭͰ)

на границе внутреннеи̮ полости при 𝑟 = 𝑎 к электрическому полюна тои̮ же границе
со стороны проводника. Это последнее поле находим из уравнения

− 𝜕𝐻௭
𝜕𝑟 = 4𝜋

𝑐 𝜎 𝐸ఈ , (ͪ.ͭͱ)
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Рис. ͪ.ͬ: Проникновение продольного магнитного поля в полыи̮ цилиндр. За-
пустите интерактивную демонстрацию в собственном окне или в окне веб-
браузера.

которое представляет собои̮ 𝑧-компоненту уравнения rot𝑯 = (4𝜋/𝑐)𝒋. Комбинируя
(ͪ.ͭͰ) и (ͪ.ͭͱ), искомое третье условие можно записать в виде

𝐻ᇱ
௭(𝜁) =

𝜁
2 𝐻௭(𝜁) , (ͪ.ͮͨ)

где штрих обозначает производную по 𝜁.
Из уравнении̮ (ͪ.ͭͮ), (ͪ.ͭͯ) и (ͪ.ͮͨ) с помощью формул

Iᇱ(𝜁) =
𝜁
2 (I(𝜁) − Iଶ(𝜁)) ,

Kᇱ(𝜁) =
𝜁
2 (K(𝜁) − Kଶ(𝜁))

находим магнитное поле в проводнике

𝐻௭ = 𝐻
Kଶ(𝜁) I(𝜁) − Iଶ(𝜁) K(𝜁)
Kଶ(𝜁) I(𝜁) − Iଶ(𝜁) K(𝜁)

(ͪ.ͮͩ)

и во внутреннеи̮ полости проводящего цилиндра

𝐻in =
2𝐻
𝜁ଶ

ቈKଶ(𝜁) I(𝜁) − Iଶ(𝜁) K(𝜁)
ିଵ
. (ͪ.ͮͪ)

В наглядном виде решение представлено на рис. ͪ.ͬ.
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Задача ͩͬ. Вусловияхпредыдущеи̮ задачинаи̮тимощностьтепловыделения
на единицу длины цилиндра при сильном и слабом скин-эффектах.

Решение. Как показано в разделе ͭ, в скиновом приближении магнитное поле и
плотность тока удовлетворяют совершенно одинаковым уравнениям. Если в задаче
ͩͩ ток был направлен вдоль оси цилиндра, то теперь вдоль оси цилиндра направле-
но магнитное поле. Учитывая опыт решения задачи ͩͩ, ищеммагнитное поле внутри
проводящего цилиндра в виде

𝐻௭(𝑟, 𝑡) = 𝐻(𝑟) eିఠ௧ ,

где функция 𝐻(𝑟) удовлетворяет уравнению

1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟𝑟

𝜕
𝜕𝑟𝐻 = −2𝑖

𝛿ଶ 𝐻, (ͪ.ͮͫ)

которое с точностью до переобозначения 𝑗 → 𝐻 совпадает с уравнением (ͪ.ͬͪ). Оче-
видно поэтому, что и решение уравнения (ͪ.ͮͫ) может быть получено тем же спо-
собом, которых использован в задаче ͩͩ. Это решение наи̮дено в задаче ͩͫ, где рас-
смотрен даже более общии̮ случаи̮ проникновения магнитного поля в проводящии̮
полыи̮ цилиндр. Вместо того, чтобы исследовать это общее решение в предельных
случаях слабого (𝑎 ≪ 𝛿) и сильного (𝑎 ≫ 𝛿) скин-эффекта, покажем, как получить
приближённые решения непосредственно из уравнения (ͪ.ͮͫ).

В случае слабого скин-эффектамагнитноеполепрактическинеослабляетсявнут-
ри проводящего цилиндра, поэтому

𝐻(𝑟) ≈ 𝐻.

Чтобы наи̮ти мощность диссипации энергии в проводе в этом случае, повторим по-
следовательность рассуждении̮ из задачи ͱ.

Рассмотрим контур в виде окружности радиуса 𝑟 с центром на оси цилиндра в
плоскости 𝑧 = const. Изменение магнитного потока через этот контур создаёт ЭДС
электромагнитнои̮ индукции

ℰ = −1
𝑐
𝜕𝛷
𝜕𝑡 = 𝑖𝜔𝜇𝜋𝑟ଶ

𝑐 𝐻,

которая наводит вихревое азимутальное электрическое поле

𝐸ఈ = ℰ
2𝜋𝑟 .

В свою очередь это поле вызывает ток

𝑗ఈ = 𝜎𝐸ఈ = 𝐻
𝑖𝜎𝜇𝜔
2𝑐 𝑟 = 𝑖 𝑐𝐻

4𝜋
𝑟
𝛿ଶ .
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Зная величину тока, нетрудно вычислить среднее за период изменения внешнего
магнитного поля количество тепла в расчёте на единицу длины цилиндра:

𝑄 = 1
2𝜎 න




|𝑗ఈ| 2𝜋𝑟 d𝑟 =

1
2𝜎 ቆ 𝑐𝐻

4𝜋𝛿ସቇ
ଶ
2𝜋න




𝑟ଷ d𝑟 = 𝑐ଶ𝐻ଶ


64𝜋𝜎 ൬𝑎𝛿൰

ସ
.

В противоположном случае сильного скин-эффекта, 𝑎 ≫ 𝛿, внешнее поле прони-
кает только в тонкую (по сравнению с радиусом цилиндра) шкурку вблизи поверх-
ности цилиндра. Вблизи неё первои̮ производнои̮ в правои̮ части уравнения

𝜕ଶ𝐻
𝜕𝑟ଶ + 1

𝑟
𝜕𝐻
𝜕𝑟 = −2𝑖

𝛿ଶ 𝐻,

которое эквивалентно уравнению (ͪ.ͮͫ), можно пренебречь по сравнению со второи̮
производнои̮. Тогда это уравнение принимает «плоскии̮» вид:

𝐻ᇳ = −2𝑖
𝛿ଶ𝐻.

Его общее решение содержит две константы интегрирования:

𝐻(𝑟) = 𝔸e +𝔹eି ,

где 𝑘 = (1− 𝑖)/𝛿. Константу𝔹 следует взять равнои̮ нулю, так как поле должно убы-
вать при 𝑟 → 0, то есть вглубь цилиндра, тогда как вторая экспонента e соответ-
ствует нарастанию поля к периферии цилиндра.

С учётом граничного условия

𝐻(𝑎) = 𝐻,

находим константу 𝔸, так что

𝐻(𝑟) = 𝐻 exp (−𝑘(𝑎 − 𝑟)) . (ͪ.ͮͬ)

Наи̮денноерешениеописываетпроникновениепеременногомагнитногополячерез
плоскуюграницубесконечногополупространства, занятогопроводником. Аналогия
становится полнои̮, если в выражении (ͪ.ͮͬ) ввести координату 𝑥 = 𝑎 − 𝑟, отсчи-
тываемую от поверхности цилиндра вглубь проводника. Поэтому, чтобы вычислить
мощность, поглощаемуюна единицу длиныцилиндра, проще всего воспользоваться
решением задачи ͭ, умножив выражение (ͪ.ͪͫ) на длину окружности цилиндра 2𝜋𝑎:

𝑄 = 2𝜋𝑎ට 𝜔𝜇
8𝜋𝜎

𝑐𝐻ଶ


8𝜋 = 𝑐ଶ𝐻ଶ


16𝜋𝜎
𝑎
𝛿 . (ͪ.ͮͭ)

Полезно обратить внимание, что зависимости 𝑄 от параметров задачи (радиуса
цилиндра 𝑎, частоты поля 𝜔 и свои̮ств проводника) качественно совершенно раз-
личны в пределе слабого и сильного скин-эффекта.
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Задача ͩͭ. Исследовать проникновение в проводящии̮ цилиндр магнитного
поля, которое перпендикулярно оси цилиндра.
Решение. Вновь рассмотрим круглыи̮ цилиндр с внутренним радиусом 𝑎 и внеш-
ним радиусом 𝑏 > 𝑎. Ключом к решению задачи является важное наблюдение, что
во внутреннеи̮ полости экрана, магнитное поле𝑯in однородно. Неоднородная часть
внутреннего поля 𝛿𝑯in мала по сравнению с однороднои̮ частью 𝑯in по параметру
𝑎ଶ/𝜆ଶ ≪ 1, где 𝜆 = 𝑐/𝜔 –– длина волны.

Введём цилиндрическую систему координат (𝑟, 𝛼, 𝑧) с осью 𝑧 вдоль оси цилиндра
и будем искать решение в виде

𝑯 = 1
𝜇 rot 𝑨, (ͪ.ͮͮ)

где 𝑨 обозначает векторныи̮ потенциал. Что касается скалярного потенциала 𝜑, то
будем считать, что он равен нулю. Это всегда можно сделать, так как потенциалы 𝑨
и 𝜑 определены с точностью до калибровочного преобразования

𝑨 → 𝑨 + ∇𝜒, 𝜑 → 𝜑 − 1
𝑐
𝜕𝜒
𝜕𝑡 ,

включающего произвольную функцию координат в времени 𝜒, которое оставляет
неизменными поля

𝑩 = rot 𝑨, 𝑬 = −1𝑐
𝜕𝑨
𝜕𝑡 − ∇𝜑.

Подставив 𝑬 = −(1/𝑐)𝜕𝑨/𝜕𝑡 в уравнение (ͩ.ͪͩ) и «сняв»⁴ одну производную по 𝑡, по-
лучим

𝜕𝑨
𝜕𝑡 = 𝑐ଶ

4𝜋𝜎∇
ଶ𝑨. (ͪ.ͮͯ)

Будем считать, что 𝑨 имеет только 𝑧-компоненту, причём

𝐴௭ = 𝐴(𝑟, 𝛼) eିఠ௧ .

Тогда для функции 𝐴(𝑟, 𝛼) приходим к уравнению

1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟𝑟

𝜕
𝜕𝑟𝐴 + 1

𝑟ଶ
𝜕ଶ
𝜕𝛼ଶ𝐴 = −2𝑖

𝛿ଶ 𝐴. (ͪ.ͮͰ)

Вне проводника его правую часть нужно заменить нулём:

1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟𝑟

𝜕
𝜕𝑟𝐴 + 1

𝑟ଶ
𝜕ଶ
𝜕𝛼ଶ𝐴 = 0. (ͪ.ͮͱ)

⁴ «Снятие» производнои̮ означает, что нужно проинтегрировать обе части уравнения по
времени. Результат интегрирования содержит произвольную функцию координат, не зави-
сящую от времени. Поскольку далее мы будем искать решение, имеющее гармоническую за-
висимость от времени, эту произвольную функцию можно с самого начала считать равнои̮
нулю.
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Во внутреннеи̮ полости 𝑟 < 𝑎 подходящее решение уравнения (ͪ.ͮͱ) имеет вид

𝐴 = 𝑟𝐻in sin 𝛼 . (ͪ.ͯͨ)

В области 𝑎 < 𝑟 < 𝑏 решение уравнения (ͪ.ͮͰ) ищем в виде

𝐴 = ቈ𝔸 Iଵ(𝜉) + 𝔹 Kଵ(𝜉) sin 𝛼 , (ͪ.ͯͩ)

где 𝜉 = (1 − 𝑖)𝑟/𝛿. Наконец, при 𝑟 > 𝑏

𝐴 = ቈ𝑟 𝐻 +
𝑚
𝑟  sin 𝛼 . (ͪ.ͯͪ)

Так как
𝐸௭ = −1𝑐

𝜕𝐴௭
𝜕𝑡 = 𝑖𝜔

𝑐 𝐴௭ ,

из непрерывности 𝐸௭ при 𝑟 = 𝑎 и 𝑟 = 𝑏 следует непрерывность функции 𝐴 при 𝜉 =
(1 − 𝑖)𝑎/𝛿 и 𝜉 = (1 − 𝑖)𝑏/𝛿. Непрерывность 𝐴 гарантирует также непрерывность
радиальнои̮ компоненты индукции магнитного поля

𝐵 = 𝜇𝐻 =
1
𝑟
𝜕𝐴௭
𝜕𝛼 .

Наконец, из непрерывности азимутальнои̮ компонентынапряжённостимагнитного
поля

𝐻ఈ = −1
𝜇
𝜕𝐴௭
𝜕𝑟

следует непрерывность комбинации (𝜕𝐴௭(𝜉)/𝜕𝑟)/𝜇 при 𝜉 = 𝜉 и 𝜉 = 𝜉 . Комбинируя
выражения (ͪ.ͯͨ), (ͪ.ͯͩ) и (ͪ.ͯͪ) с граничными условиями

{𝐴௭} = 0 , ቊ1𝜇
𝜕𝐴௭
𝜕𝑟 ቋ = 0 , (ͪ.ͯͫ)

можно наи̮ти константы 𝐻i, 𝔸, 𝔹 и𝑚. Наи̮денные таким образом выражения оказы-
ваются весьма громоздкими. Более обозримыи̮ результат получается для немагнит-
ного проводника с 𝜇 = 1. Тогда

𝐴 = 2𝛿 𝐻
1 − 𝑖

Kଶ(𝜉) Iଵ(𝜉) + Iଶ(𝜉) Kଵ(𝜉)
Kଶ(𝜉) I(𝜉) − Iଶ(𝜉) K(𝜉)

(ͪ.ͯͬ)

в интервале 𝑎 < 𝑟 < 𝑏. Магнитное поле во внутреннеи̮ полости равно

𝐻in =
2𝐻
𝜉ଶ

[Kଶ(𝜉) I(𝜉) − Iଶ(𝜉) K(𝜉)]ିଵ , (ͪ.ͯͭ)

а коэффициент𝑚 в (ͪ.ͯͪ) равен

𝑚 = −𝐻 𝑏ଶ
Kଶ(𝜉) Iଶ(𝜉) − Iଶ(𝜉) Kଶ(𝜉)
Kଶ(𝜉) I(𝜉) − Iଶ(𝜉) K(𝜉)

. (ͪ.ͯͮ)
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Рис. ͪ.ͭ: Проникновение поперечного магнитного поля в полыи̮ цилиндр. За-
пустить интерактивную демонстрацию в собственном окне или в окне веб-
браузера.

Интересно, что формулы (ͪ.ͮͪ) и (ͪ.ͯͭ) в точности совпадают.
Приведём ещё формулы для проекции̮ магнитного поля. Во внутреннеи̮ полости

при 𝑎 < 𝑟:

𝐻 = 𝐻in cos 𝛼
𝐻ఈ = −𝐻in sin 𝛼 .

В стенке проводящего цилиндра при 𝑎 < 𝑟 < 𝑏:

𝐻 =
2𝐻
𝜉

Kଶ(𝜉) Iଵ(𝜉) + Iଶ(𝜉) Kଵ(𝜉)
Kଶ(𝜉) I(𝜉) − Iଶ(𝜉) K(𝜉)

cos 𝛼

𝐻ఈ = −2𝐻
Kଶ(𝜉) Iᇱଵ(𝜉) + Iଶ(𝜉) Kᇱଵ(𝜉)
Kଶ(𝜉) I(𝜉) − Iଶ(𝜉) K(𝜉)

sin 𝛼 .
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Вне цилиндра при 𝑏 < 𝑟:

𝐻 = ቈ𝐻 +
𝑚
𝑟ଶ  cos 𝛼

𝐻ఈ = ቈ−𝐻 +
𝑚
𝑟ଶ  sin 𝛼 .

В наглядном виде решение представлено на рис. ͪ.ͭ.

Задача ͩͮ. Используяформулу (ͪ.ͯͭ), доказать, чтовнутритонкостенногоци-
линдра

𝐻in = 𝐻/ (1 − 𝑖𝑎ℎ/𝛿ଶ) ,

если ℎ = 𝑏 − 𝑎 ≪ 𝛿.

Задача ͩͯ. Бесконечныи̮ цилиндр радиуса 𝑎 с проводимостью 𝜎 и магнит-
нои̮ проницаемостью 𝜇 помещён в однородное магнитное поле𝑯 eିఠ௧, пер-
пендикулярное его оси. Наи̮ти количество тепла, выделившегося на единицу
длиныцилиндра впределе слабого (𝑎 ≪ 𝛿) и сильного (𝑎 ≫ 𝛿) скин-эффекта.

Решение. Вновь используем цилиндрическую систему координат с осью 𝑧 вдоль
оси цилиндра. Как показано в задаче ͩͮ отыскание магнитного поля в проводящем
круглом цилиндре, помещённом в магнитное поле, перпендикулярное его оси, сво-
дится к решению уравнения

1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟𝑟

𝜕
𝜕𝑟𝐴 + 1

𝑟ଶ
𝜕ଶ
𝜕𝛼ଶ𝐴 = −2𝑖

𝛿ଶ 𝐴 (ͪ.ͯͯ)

для 𝑧-компоненты векторного потенциала

𝐴௭ = 𝐴(𝑟, 𝛼) eିఠ௧ .

Вместо того, чтобы исследовать общее решение этого уравнения, наи̮денное в за-
даче ͩͮ, в предельных случаях слабого и сильного скин-эффекта, покажем, как эти
предельные случаи получаются непосредственно из уравнения (ͪ.ͯͯ).

Будем решать указанное уравнение методом разделения переменных. Для это-
го представим искомое решение в виде произведения двух независимых функции̮
отдельно по переменным 𝑟 и 𝛼.

Одну их этих функции̮ несложно угадать, заметив, что вне цилиндра при 𝑟 → ∞
поле должно быть однородным, поскольку возмущение, вносимое цилиндром, осла-
бевает. Однородное поле 𝑯 = (𝐻 cos 𝛼,−𝐻 sin 𝛼, 0) описывается векторным по-
тенциалом 𝑨 = (0, 0, 𝐻𝑟 sin 𝛼). В связи с этим предположим, что и всюду

𝐴(𝑟, 𝛼) = 𝒜(𝑟) sin 𝛼. (ͪ.ͯͰ)
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Мы увидим, что это предположение оправдывается финальным решением задачи,
поскольку не приводит ни к каким противоречиям или невыполнимым граничным
условиям.

Подставляя (ͪ.ͯͰ) в уравнение (ͪ.ͯͯ), замечаем, чтомножитель sin 𝛼 сокращается.
В результате получается обыкновенное дифференциальное уравнение дляфункции
𝒜(𝑟):

dଶ𝒜
d𝑟ଶ + 1

𝑟
d𝒜
d𝑟 − 1

𝑟ଶ𝒜 = −2𝑖
𝛿ଶ𝒜. (ͪ.ͯͱ)

Вне цилиндра правая часть этого уравнения обращается в ноль, поэтому там, как
нетрудно проверить, его общее решение есть сумма степенныхфункции̮ 𝑟±ଵ. Учиты-
вая, что при 𝑟 → ∞ функция𝒜 стремится к 𝐻𝑟, заключаем, что снаружи цилиндра

𝒜ଶ(𝑟) = 𝐻𝑟 +
𝑚
𝑟 , (ͪ.Ͱͨ)

где индекс «ͪ» указывает на область 𝑟 > 𝑎. Решение 𝒜ଵ для области 𝑟 < 𝑎 суще-
ственно различно для случаем слабого и сильного скин-эффекта.

При слабом скин-эффекте 𝑟 ≤ 𝑎 ≪ 𝛿 правая часть уравнения (ͪ.ͯͱ) может быть
заменена нулём так же, как в рассмотренных ранее других задачах при анализе сла-
бого скин-эффекта. Следовательно,

𝒜ଵ(𝑟) = 𝔸𝑟 + 𝔹/𝑟. (ͪ.Ͱͩ)

Ограниченность поля внутри цилиндра означает, что 𝔹 = 0, а оставшиеся два ко-
эффициента 𝔸 и 𝑚 определяются из условии̮ сшивки функции̮ 𝒜ଵ и 𝒜ଶ при 𝑟 = 𝑎.
Здесь, на поверхности цилиндра, непрерывны тангенциальные компоненты

𝐻ఈ = −1
𝜇
𝜕𝐴
𝜕𝑟 (ͪ.Ͱͪ)

напряжённости магнитного поля и нормальные компоненты

𝐵 =
1
𝑟
𝜕𝐴
𝜕𝛼 (ͪ.Ͱͫ)

вектора индукции. Отсюда получаем два уравнения:

𝔸𝑎 = 𝐻𝑎 +
𝑚
𝑎 ,

𝔸
𝜇 = 𝐻 −

𝑚
𝑎ଶ .

Из них находим, что

𝔸 = 2𝜇
𝜇 + 1 𝐻, 𝑚 = 𝜇 − 1

𝜇 + 1𝐻𝑎ଶ.

Таким образом,

𝒜ଵ =
2𝜇

𝜇 + 1 𝐻𝑟, 𝒜ଶ = 𝐻𝑟 +
𝜇 − 1
𝜇 + 1 𝐻

𝑎ଶ
𝑟 .
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Смысл полученного результата прост. Внутри цилиндра формируется однородное
магнитное поле

𝑩 = 𝜇𝑯 = 2𝜇
𝜇 + 1 𝑯,

а снаружина внешнее однородное поле𝑯 накладывается дипольноемагнитное по-
ле цилиндра.⁵ Отметим, что при 𝜇 = 1 поле во всем пространстве в этом приближе-
нии не меняется и остаётся равным𝑯.

Для вычисления наведённых токов в пределе слабого скин-эффекта рассмотрим
прямоугольныи̮контур, лежащии̮вплоскости, проходящеи̮ черезосьцилиндра.Пусть
контур расположен симметрично относительно оси цилиндра, плоскость контура
образует угол 𝛼 с направлением внутреннего поля 𝑯, а длина (вдоль оси 𝑧) и ши-
рина (в радиальном направлении) контура равны соответственно 𝐿 и 2𝑟. Тогда маг-
нитныи̮ поток через площадь контура есть

𝛷 = 2𝜇
𝜇 + 1𝐻 2𝑟𝐿 sin 𝛼.

ЭДС
ℰ = −1

𝑐
𝜕𝛷
𝜕𝑡 = 𝑖 2𝜇

𝜇 + 1
𝜔
𝑐 2𝑟𝐿𝐻 sin 𝛼,

создаваемая изменением магнитного потока, вызывает токи Фуко вдоль оси 𝑧:

𝑗௭ = 𝜎𝐸௭ = 𝜎 ℰ
2𝐿 = 𝑖 2𝜇

𝜇 + 1
𝜎𝜔
𝑐 𝐻𝑟 sin 𝛼 = 𝑖

𝜇 + 1
𝑐𝐻
𝜋𝛿ଶ 𝑟 sin 𝛼.

Знаяток, нетрудновычислитьколичествотеплоты, котороевыделяетсявцилиндре.
В расчёте на единицу длины цилиндра получаем

𝑄 = 1
2𝜎 න |𝑗௭|ଶ 𝑟 d𝑟 d𝛼 = 1

2𝜎 ቆ 1
𝜇 + 1

𝑐𝐻
𝜋𝛿ଶቇ

ଶ
න



𝑟ଷ d𝑟න

ଶగ


sinଶ 𝛼 d𝛼 =

= 𝑐ଶ
8𝜋𝜎 ቆ 1

𝜇 + 1ቇ
ଶ
൬𝑎𝛿൰

ସ
𝐻ଶ
 . (ͪ.Ͱͬ)

Переи̮дем теперь к случаю сильного скин-эффекта. При 𝑟 ∼ 𝑎 ≫ 𝛿 отдельные
слагаемые в уравнении (ͪ.ͯͱ) можно ценить следующим образом:𝒜ᇳ ∼ 𝒜/𝛿,𝒜ᇱ/𝑟 ∼
𝒜/𝑎𝛿, 𝒜/𝑟ଶ ∼ 𝒜/𝑎ଶ. Поэтому в левои̮ части уравнения можно пренебречь всеми
слагаемыми, кроме первого, после чего это уравнение принимает «плоскии̮» вид:

dଶ𝒜
d𝑟ଶ = −2𝑖𝛿 𝒜.

⁵ Векторныи̮ потенциал такого диполя равен𝑨 = 2 [𝒎 × 𝒓] /𝑟ଶ [ͩͪ], где 𝒓 –– радиус-вектор
точки наблюдения, лежащии̮ в плоскости, перпендикулярнои̮ моменту𝒎.
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Его общее решение имеет уже привычныи̮ нам вид:

𝒜ଵ = 𝔸e +𝔹eି ,

где 𝑘 = (1 − 𝑖)/𝛿. В этом решении нужно сохранить только убывающую вглубь про-
водника экспоненту, приняв 𝔹 = 0 и сшить его с функциеи̮𝒜ଶ, которая определена
уравнением (ͪ.Ͱͨ). Коэффициенты𝔸 и𝑚 находим с помощью вышеописанных усло-
вии̮ непрерывности величин𝒜 и𝒜ᇱ/𝜇 при 𝑟 = 𝑎. В результате получаем

𝒜ଵ =
2𝐻𝑎

𝑘𝑎/𝜇 + 1 e
ି(ି), 𝒜ଶ = 𝐻𝑟 −

𝑘𝑎/𝜇 − 1
𝑘𝑎/𝜇 + 1

𝐻𝑎ଶ
𝑟 .

Дляхорошихпроводниковобычно𝜇 ∼ 1, поэтомуусловие сильного скин-эффекта
𝑎 ≫ 𝛿 практически гарантирует, что |𝑘𝑎| ≫ 𝜇. Так илииначе далее предположим, что
последнее неравенство выполнено. Тогда

𝒜ଵ ≈
2𝜇𝐻
𝑘 eି(ି), 𝒜ଶ ≈ 𝐻𝑟 −

𝐻𝑎ଶ
𝑟 .

Наи̮дём ещё компоненты магнитного поля внутри цилиндра. С помощью формул
(ͪ.Ͱͪ) и (ͪ.Ͱͫ) получаем:

𝐻 =
1
𝜇𝑟𝒜ଵ cos 𝛼 ≈ 2𝐻

𝑘𝑎 eି(ି) cos 𝛼,

𝐻ఈ = −1
𝜇
𝜕𝒜ଵ
𝜕𝑟 sin 𝛼 = −2𝐻 eି(ି) sin 𝛼.

Так как в рассматриваемом случае сильного скин-эффекта |𝑘𝑎| ≫ 1, отсюда вид-
но, что почти для любого угла 𝛼 тангенциальная компонента поля 𝐻ఈ значительно
больше нормальнои̮ компоненты𝐻 В первом приближении вообщеможно считать,
что на поверхности цилиндра

𝐻 = 0, 𝐻ఈ = −2𝐻 sin 𝛼. (ͪ.Ͱͭ)

Чтобывычислитьмощностьдиссипацииэнергиивскин-слоетеперьдостаточновос-
пользоватьсярешениемзадачиͭо скин-эффектенаплоскои̮ границе.Используяфор-
мулу (ͪ.ͪͫ), полученную при её решении, нужно учесть, что величина магнитного
поля различна на различных участках поверхности цилиндра, заменив 𝐻 на 𝐻ఈ из
формулы (ͪ.Ͱͭ) и выполнив интегрирование по периметру окружности цилиндра:

𝑄 = න
ଶగ


ට 𝜔𝜇
8𝜋𝜎

𝑐𝐻ଶ
ఈ

8𝜋 𝑎 d𝛼 = 𝑐ଶ
8𝜋𝜎

𝑎
𝛿 𝐻

ଶ
 . (ͪ.Ͱͮ)

Задача ͩͰ. Сравнитьколичествотеплоты, выделяемоевпроводящемцилин-
дре, которыи̮ в помещён в продольное и поперечное переменное магнитное
поле. Рассмотреть случаи слабого и сильного скин-эффекта.
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Решение. Используя решения задач ͩͬ и ͩͯ, находим, что при слабом скин-эффекте

𝑄‖
𝑄ୄ

=
(𝜇 + 1)ଶ

8 ,

тогда как при сильном скин-эффекте
𝑄‖
𝑄ୄ

= 1
2.

Интересно, что внемагнитном (𝜇 = 1) проводящемцилиндре отношение𝑄‖/𝑄ୄ оди-
наково в обоих предельных случаях, и для поля, перпендикулярного оси цилиндра,
количество тепла вдвое больше, чем в случае продольного поля. Если же 𝜇 > 1,8, то
при слабом скин-эффекте большее количество тепла выделяется в случае поля, на-
правленного вдоль оси цилиндра, а для сильного скин-эффекта соотношение тепло-
ты по-прежнему в пользу поперечного поля.

ͫ. Скин-эффект в шаре
Задача ͩͱ. Шар радиуса 𝑎 с проводимостью 𝜎 находится в однородном маг-
нитном поле 𝑯(𝑡) = 𝑯 eିఠ௧. Наи̮ти результирующее магнитное поле и рас-
пределение вихревых токов вшаре для общего случая произвольных частот.
Для простоты считать, что 𝜇 = 1.
Решение. Вследствие аксиальнои̮ симметрии системы задачи вокруг направления
внешнего магнитного поля, от которого мы условимся отсчитывать угол 𝜃 сфери-
ческои̮ системы координат (𝑟, 𝜃, 𝛼), распределение вихревых токов в шаре и элек-
трическое поле также обладают аксиальнои̮ симметриеи̮. На этом основании можно
утверждать, что электрическое поле будет иметь только одну составляющую𝐸ఈ , ко-
торая не может зависеть от азимутального угла 𝛼 вокруг оси симметрии:

𝐸ఈ = 𝐸(𝑟, 𝜃) eିఠ௧ , 𝐸 = 𝐸ఏ = 0.

Уравнение (ͩ.ͪͩ), переписанное для функции 𝐸(𝑟, 𝜃), принимает вид

1
𝑟ଶ

𝜕
𝜕𝑟𝑟

ଶ𝜕𝐸ఈ
𝜕𝑟 + 1

𝑟ଶ sin 𝜃
𝜕
𝜕𝜃 sin 𝜃𝜕𝐸𝜕𝜃 − 1

𝑟ଶ sinଶ 𝜃 𝐸ఈ = −2𝑖
𝛿ଶ 𝐸ఈ .

Ищем его решение в виде

𝐸ఈ(𝑟, 𝜃) = 𝐸(𝑟) sin 𝜃.

При этом оказывается, что функция 𝐸(𝑟) должна удовлетворять уравнению

1
𝑟ଶ

d
d𝑟𝑟

ଶd𝐸
d𝑟 − 2

𝑟ଶ 𝐸 = −2𝑖
𝛿ଶ 𝐸. (ͪ.Ͱͯ)
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которое подстановкои̮𝐹(𝑟) = 𝜒(𝑟)/√𝑟 сводится к уравнениюБесселя. Его решением,
ограниченным при 𝑟 = 0, будет

𝐸(𝑟) = 𝔸𝑗ଵ(𝑘𝑟),

где 𝑘 = (1 + 𝑖)/𝛿, а 𝑗 обозначает сферическую функцию Бесселя, которая в свою
очередь выражается через функцию Бесселя полуцелого порядка:

𝑗(𝜉) = ඥ𝜋/2𝜉 Jା భ
మ
(𝜉).

Как мы убедились при решении задачи ͩͩ, при анализе скин-эффекта можно счи-
тать, что скалярныи̮ потенциал равен нулю, 𝜑 = 0, а поэтому 𝑬 = −(1/𝑐)𝜕𝑨/𝜕𝑡 =
(𝑖𝜔/𝑐)𝑨. Следовательно, векторныи̮ потенциал𝑨 такжеимеет только азимутальную
компоненту𝐴ఈ(𝑟, 𝜃), которая также выражается через сферическуюфункциюБессе-
ля:

𝐴ఈ(𝑟, 𝜃) = 𝔸𝑗ଵ(𝑘𝑟) sin 𝜃, (ͪ.ͰͰ)

но, кончено, с другои̮ константои̮𝔸. Вне шара уравнение (ͪ.Ͱͯ) нужно решать с нуле-
вои̮ правои̮ частью. Поэтому там

𝐴ఈ(𝑟, 𝜃) = ൬𝑟2𝐻 +
𝑚
𝑟ଶ ൰ sin 𝜃. (ͪ.Ͱͱ)

Далее для простоты будем считать, что шар не обладает магнитные свои̮ствами,
то есть 𝜇. Тогда на его поверхности непрерывны как функция 𝐴ఈ , так и её производ-
ная по 𝑟 (сравни с задачеи̮ ͩͩ). Это следует из непрерывности компонент магнитного
поля

𝐻 =
1

𝑟 sin 𝜃
𝜕
𝜕𝜃 (sin 𝜃𝐴ఈ) , 𝐻ఏ = −1

𝑟
𝜕
𝜕𝑟 (𝑟𝐴ఈ) . (ͪ.ͱͨ)

Определив таким образом константы 𝔸 и𝑚, получаем

𝐴ఈ = 3
2
𝑗ଵ(𝑘𝑟)
sin(𝑘𝑎)𝑎𝐻 sin 𝜃 (ͪ.ͱͩ)

при 𝑟 < 𝑎 и

𝐴ఈ = 𝐻𝑟
2 ቈ1 + (3𝑗ଵ(𝑘𝑎)/ sin(𝑘𝑎) − 1) 𝑎

ଷ

𝑟ଷ  sin 𝜃 (ͪ.ͱͪ)

при 𝑟 > 𝑎. Распределение вихревых током теперь легко наи̮ти по формуле

𝑗ఈ = 𝜎𝐸ఈ = 𝜎 (𝑖𝜔/𝑐) 𝐴ఈ .

Задача ͪͨ. Металлическии̮ шар радиуса 𝑎 с проводимостью 𝜎 и магнитнои̮
проницаемостью𝜇 помещёнводнородноепеременноемагнитноеполе𝑯(𝑡) =
𝑯 eିఠ௧. Считая частоту малои̮, наи̮ти в первом неисчезающем приближении
распределениевихревыхтоковвшареисреднююпоглощаемуюиммощность
𝑄.
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Решение. Как и при решении задачи ͩͱ, используем сферическую систему коорди-
нат (𝑟, 𝛼, 𝜃), ось которои̮ совпадает с направлением внешнего поля. В пределе сла-
бого скин-эффекта при 𝑎 ≪ 𝛿 магнитное поле внутри шара будет приблизительно
однородно, так же как в задаче о проникновении магнитного поля в проводящии̮
цилиндр. Поэтому при 𝑟 < 𝑎

𝐴ఈ = 𝑟
2𝐻in sin 𝜃,

тогда как при 𝑟 > 𝑎 по-прежнему верна формула (ͪ.Ͱͱ). Константы 𝐻in и𝑚 находим
с помощью формул (ͪ.ͱͨ), учитывая, что при 𝑟 = 𝑎 непрерывны радиальная компо-
нента индукции магнитного поля 𝐵 = 𝜇𝐻 и тангенциальная компонента напря-
жённости 𝐻ఈ . Внутри шара

𝑯 = 3
𝜇 + 2𝑯, (ͪ.ͱͫ)

а снаружинавнешнееполе𝑯 накладываетсяполемагнитногодипольногомомента

𝒎 = 𝜇 − 1
𝜇 + 2 𝑎

ଷ𝑯, (ͪ.ͱͬ)

приобретённого шаром:

𝑯 = 𝑯 +
3𝒓 (𝒎 ⋅ 𝒓) − 𝑟ଶ𝒎

𝑟ହ . (ͪ.ͱͭ)

Чтобы вычислить вихревои̮ ток внутришара, рассмотрим произвольныи̮ контур
в виде окружности радиуса 𝜌 = 𝑟 sin 𝜃 с центром на оси шара, лежащеи̮ в плоскости,
перпендикулярнои̮𝑯. Магнитныи̮ поток через его площадь равен

𝛷 = 3𝜇
𝜇 + 2 𝜋𝜌

ଶ𝐻.

Следовательно, ЭДС электромагнитнои̮ индукции равна

ℰ = 𝑖𝜋𝜔𝜌
ଶ

𝑐
3𝜇

𝜇 + 2 𝐻.

Вихревые токи текут по азимуту:

𝑗ఈ = 𝜎𝐸ఈ = 𝜎 ℰ
2𝜋𝜌 = 𝑖𝜎𝜔𝑟 sin 𝜃2𝑐

3𝜇
𝜇 + 2 𝐻 = 𝑖 3

𝜇 + 2
𝑐𝐻
4𝜋

𝑟 sin 𝜃
𝛿ଶ . (ͪ.ͱͮ)

Мощность тепловыделения в шаре находим так же, как при анализе слабого скин-
эффекта ц цилиндре (задача ͩͯ):

𝑄 = 1
2𝜎 න |𝑗ఈ|ଶ d𝑉 = 1

2𝜎 2𝜋න



d𝑟 𝑟ଶන

గ


d𝜃 sin 𝜃 ቆ 3

𝜇 + 2
𝑐𝐻
4𝜋

𝑟 sin 𝜃
𝛿ଶ ቇ

ଶ
=

= 3𝑐ଶ𝑎
20𝜋𝜎

1
(𝜇 + 2)ଶ

൬𝑎𝛿൰
ସ
𝐻ଶ
 . (ͪ.ͱͯ)
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Задача ͪͩ. Металлическии̮ шар помещён в однородное магнитное поле, ме-
няющееся с частотои̮ 𝜔. Наи̮ти результирующее поле𝑯 и среднюю поглоща-
емую шаром мощность 𝑄 при больших частотах. Радиус шара 𝑎, магнитная
проницаемость 𝜇, проводимость 𝜎.

Решение. Впределе сильного скин-эффекта, при𝑎 ≫ 𝛿 магнитное полене проника-
ет внутрь шара за исключением тонкого слоя толщинои̮ 𝛿 вблизи его поверхности.
Учитывая очевидную аналогию с задачеи̮ (ͩͯ) о сильном скин-эффекте в цилиндре,
в первом приближении можно считать, что внутри шара

𝑯 = 0,

а вне шара по-прежнему верна формула (ͪ.ͱͭ) из предыдущеи̮ задачи. Магнитныи̮
момент 𝒎 теперь находим из условия обращения в ноль радиальнои̮ компоненты
поля (ͪ.ͱͭ) при 𝑟 = 𝑎:

𝒎 = −𝑎ଷ
2 𝑯. (ͪ.ͱͰ)

Формально он совпадает с величинои̮ магнитного момента (ͪ.ͱͬ), вычисленного в
пределе низких частот, если взять 𝜇 = 0.

Что касается тангенциальнои̮ компоненты магнитного поля, то она испытывает
разрыв на поверхности шара из-за наличия поверхностного тока (то есть того то-
ка, которыи̮ протекает в тонком поверхностном слое шара). В пределах этого слоя
применимо приближение плоскои̮ границы и

𝐻ఏ = −32𝐻 sin 𝜃 eି(ି) .

Чтобы вычислить мощность выделения тепла в шаре, используем тот же способ,
что и при выводе формулы (ͪ.Ͱͮ) в задаче ͩͯ. А именно, воспользуемся решением за-
дачи ͭ о скин-эффекте на плоскои̮ границе. Используя формулу (ͪ.ͪͫ), полученную
при её решении, нужно учесть, что величина магнитного поля различна на различ-
ных участках поверхностишара, заменив𝐻 на𝐻ఏ = −(3/2)𝐻 sin 𝜃 в формуле (ͪ.Ͱͭ)
и выполнив интегрирование по поверхности шара:

𝑄 = න
గ


ට 𝜔𝜇
8𝜋𝜎

𝑐𝐻ଶ
ఏ

8𝜋 2𝜋𝑎ଶ sin 𝜃 d𝜃 = 3𝑐ଶ𝑎ଶ
16𝜋𝜎𝛿 𝐻

ଶ
 . (ͪ.ͱͱ)

Рассмотрим теперь несколько простых задач, решение которых опирает-
ся на полученные выше результаты.

Задача ͪͪ. Маленькие металлические шарики радиуса 𝑎 с проводимостью
𝜎 и магнитнои̮ проницаемостью 𝜇 равномерно распределены в вакууме так,
что в среднемна единицуобъёмаприходится𝑛шариков, причём𝑛𝑎ଷ ≪ 1. Вся
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система помещена в переменное магнитное поле𝑯 eିఠ௧. Во сколько раз из-
менится количество тепла, выделяющееся в единице объёма в пределе низ-
ких и высоких частот, если уменьшить радиус шариков в 𝑝 раз при сохране-
нии суммарного объёмашариков. Для простоты считать, что уменьшение ра-
диуса не настолько велико, что режим сильного скин-эффекта мог переи̮ти в
режим слабого скин-эффекту.

Решение. В случае слабого скин-эффекта 𝑄 ∝ 𝑎ହ, т.е. тепло, выделяющееся в од-
ном шарике, пропорционально пятои̮ степени его радиуса. Соответственно, в систе-
мешариков выделяемаямощность пропорциональна𝑛𝑎ହ. Так как по условиюзадача
𝑛𝑎ଷ = const, после измельченияшариков в 𝑝 раз суммарное выделение тепла умень-
шится в 𝑝ଶ раз.

В пределе сильного скин-эффекта 𝑄 ∝ 𝑎ଶ, поэтому суммарное выделение тепла
увеличится в 𝑝 раз.

Задача ͪͫ. Два шарика радиуса 𝑎 с проводимостью 𝜎 помещены в перемен-
ное магнитное поле𝑯 eିఠ௧. Оценить силу их взаимодеи̮ствия в случаях сла-
бого и сильного скин-эффекта. Шарики расположены на расстоянии 𝑟 ≫ 𝑎
друг от друга вдоль линии, перпендикулярнои̮𝑯.

Решение. Переменноемагнитное поле наводит вшарахмагнитныи̮ момент. Так как
𝑟 ≫ 𝑎. Величина магнитного момента каждого шара практически не зависит от ве-
личины магнитного момента другого шара и поэтому может быть вычислена неза-
висимо. Эти вычисления выполнены в задачах ͪͨ и ͪͩ.

Энергию взаимодеи̮ствия двух упругих магнитных диполеи̮

𝑈 = −ଵ
ଶ(𝒎 ⋅ 𝑯)

находим, умножая скалярномагнитныи̮момент𝒎 одного диполянамагнитное поле

𝑯 = −𝒎
𝑟ଷ +

3 (𝒎 ⋅ 𝒓) 𝒓
𝑟ହ

другого диполя:

𝑈 = 𝑚ଶ

2𝑟ଷ −
3 (𝒎 ⋅ 𝒓)ଶ

2𝑟ହ .

Мгновенная сила, деи̮ствующая между шарами, равна

𝑭 = −𝛁𝑈 = 3𝑚ଶ𝒓
2𝑟ହ + 3 (𝒎 ⋅ 𝒓)𝒎

𝑟ହ −
(15𝒎 ⋅ 𝒓)ଶ 𝒓

2𝑟 . (ͪ.ͩͨͨ)

В случае слабого скин-эффекта, согласно (ͪ.ͱͬ)

𝒎 = 𝜇 − 1
𝜇 + 2 𝑎

ଷ𝑯,
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тогда как в пределе сильного скин-эффекта

𝒎 = −𝑎ଷ
2 𝑯

в соответствии с (ͪ.ͱͰ).
Формула (ͪ.ͩͨͨ) заметно упрощается при (𝒎 ⋅ 𝒓) = 0, что как раз соответствует

условию задачи. Кроме того, нужно учесть, что магнитное поле осциллирует, поэто-
му имеет смысл говорить о среднеи̮ за период его изменения величине силы. Усред-
нение по времени приводит к замене𝑚ଶ → |𝑚|ଶ/2 (см. Приложение A.ͩ), где |𝑚| есть
амплитуда магнитного момента. Следовательно,

𝐹 = 3|𝑚|ଶ
4𝑟ସ . (ͪ.ͩͨͩ)

Собирая все коэффициенты, находим, что

𝐹 = +34 ቆ
𝜇 − 1
𝜇 + 2ቇ

ଶ 𝐻ଶ
𝑎
𝑟ସ (ͪ.ͩͨͪ)

при слабом скин-эффекте и

𝐹 = + 3
16

𝐻ଶ
𝑎
𝑟ସ (ͪ.ͩͨͫ)

при сильном скин-эффекте. Знак плюс в выражении для 𝐹 соответствует отталкива-
нию шариков.

Наи̮денная сила в указанных пределах низких и высоких частот не зависит от
частоты. Согласно (ͪ.ͩͨͪ), в пределе низких частот (то есть в случае слабого скин-
эффекта) сила 𝐹 формально обращается в ноль, если проводник не обладает маг-
нитными свои̮ствами и 𝜇 = 1. Однако это лишь первое приближение. Магнитныи̮
момент (и сила!) не исчезает 𝜇 = 1, он лишь становится очень малым. Это следует
из решения задачи ͩͱ, где наи̮дено точное решение при произвольнои̮ частоте для
немагнитного проводящего шара. Из сравнения формул (ͪ.Ͱͱ) и (ͪ.ͱͪ), нетрудно ви-
деть, что

𝒎 = 1
2 [3𝑗ଵ(𝑘𝑎)/ sin(𝑘𝑎) − 1] 𝑎ଷ𝑯.

Отсюда следует, что при 𝑘 = (1 + 𝑖)/𝛿 → 0

𝒎 = 𝑖
15

𝑎ଶ
𝛿ଶ 𝑎

ଷ𝑯. (ͪ.ͩͨͬ)

Покажем, как получить формулу (ͪ.ͩͨͬ), не прибегая к разложению точного ре-
шения. Переходя к пределу 𝜇 = 1 в формуле (ͪ.ͱͮ), находим плотность тока в немаг-
нитном проводящем шаре в случае слабого скин-эффекта:

𝑗ఈ = 𝑖𝑐𝐻
4𝜋

𝑟
𝛿ଶ sin 𝜃.
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Рассмотрим кольцевои̮ ток d𝐼 = 𝑗ఈ d𝑆 радиуса 𝜌 = 𝑟 sin 𝜃, которыи̮ пересекает ма-
ленькуюплощадку с сечениемd𝑆 = d𝑟×𝑟 d𝜃 в плоскости, проходящеи̮ через диаметр
шара в направлении внешнего магнитного поля. Соответствующии̮ ему магнитныи̮
момент равен

d𝑚 = 𝜋𝜌ଶ d𝐼
2𝑐 .

Выполнив интегрирование

𝑚 = න



d𝑟න

గ


𝑟 d𝜃 𝜋(𝑟 sin 𝜃)ଶ

2𝑐 ቆ 𝑖𝑐𝐻
4𝜋𝛿ଶ 𝑟 sin 𝜃ቇ ,

вновь получим формулу (ͪ.ͩͨͬ). Её подставка в (ͪ.ͩͨͩ) даёт силу притяжения немаг-
нитных проводящих шариков в пределе слабого скин-эффекта

𝐹 = + 1
150 ൬

𝑎
𝛿൰

ସ 𝐻ଶ
𝑎
𝑟ସ .

Задача ͪͬ. Наи̮ти магнитную проницаемость 𝜇 среды, представляющеи̮ со-
бои̮ «газ» металлическихшариков радиуса 𝑎 с плотностью 𝑛 такои̮, что 𝑛𝑎ଷ ≪
1. Проводимостьметалла𝜎, магнитная проницаемость 𝜇. Рассмотреть случаи
малых и больших частот 𝜔 внешнего поля𝑯.

Решение. Малые и большие частоты внешнего поля соответствуют пределам сла-
бого и сильного скин-эффекта поля в каждом из шариков, а условие 𝑛𝑎ଷ ≪ 1 озна-
чает, что магнитное поле, деи̮ствующее на каждыи̮ шар приблизительно равно 𝑯
и взаимное влияние шариков мало. Другими словами, магнитныи̮ момент единицы
объёма такои̮ средыравен суммемагнитныхмомент отдельныхшариков в этомобъ-
ёме:

𝑴 = 𝑛𝒎.

Так как с однои̮ стороны

𝑩 = 𝜇𝑯

и

𝑩 = 𝑯+ 4𝜋𝑴,

получаемуравнениедляопределенияэффективнои̮магнитнои̮ проницаемости𝜇 та-
кои̮ среды:

𝜇𝑯 = 𝑯+ 4𝜋𝑴.
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В случае слабого слабого скин-эффекта

𝒎 = 𝜇 − 1
𝜇 + 2𝑎

ଷ𝑯 ≈
𝜇 − 1
𝜇 + 2𝑎

ଷ𝑯.

Тогда
𝜇 = 1 + 4𝜋𝜇 − 1

𝜇 + 2𝑎
ଷ𝑛,

еслишарики сделаны из магнитного материала с магнитнои̮ проницаемостью 𝜇. Ес-
ли же 𝜇 = 1, то, как показано в предыдущеи̮ задаче, магнитныи̮ момент следует вы-
числять по формуле (ͪ.ͩͨͬ). Тогда эффективная магнитная проницаемость оказыва-
ется комплекснои̮:

𝜇 = 1 + 𝑖 4𝜋15 ൬𝑎𝛿൰
ଶ
𝑎ଷ𝑛.

В случае сильного скин-эффекта

𝒎 = −𝑎ଷ
2 𝑯 ≈ −𝑎

ଷ

2 𝑯

и
𝜇 = 1 − 2𝜋𝑎ଷ𝑛

не зависит от частоты внешнего поля.

Задача ͪͭ. («Гроб Магомета»). По кольцу радиуса 𝑅 = 1 см, расположенному
в горизонтальнои̮ плоскости, протекает переменныи̮ ток 𝐼 = 𝐼 cos(𝜔𝑡). Над
кольцом на его оси на высоте 𝑧 = 10𝑅 свободно висит маленькии̮ медныи̮
шарик радиуса 𝑎 ≪ 𝑅. Наи̮ти амплитуду 𝐼 тока в кольце, если 𝜔 ≫ 𝑐ଶ/𝜎𝑎ଶ.
Плотность меди 𝜌 ≈ 9 г смିଷ, её проводимость 𝜎 = 5 ⋅ 10ଵcିଵ.
Решение. Условие𝜔 ≫ 𝑐ଶ/𝜎𝑎ଶ означает, что глубина скин-слоя мала и скин-эффект
является сильным, то есть 𝛿 ≪ 𝑎. Так как 𝑧 ≫ 𝑅, а шарик маленькии̮, будем считать,
что магнитное поле кольца с током в месте расположения шарика почти однородно
и равно полю магнитного момента𝑚 = (1/𝑐)𝜋𝑅ଶ𝐼 кольца с током

𝑯 = −𝒎
ℎଷ +

3(𝒎 ⋅ 𝒏)𝒏
𝑧ଷ = 2𝜋𝑅ଶ𝐼

𝑐𝑧ଷ 𝒏,

где 𝒏 обозначает единичныи̮ вектор, направленныи̮ вертикально вверх из центра
кольцо.

Присильномскин-эффектешарикприобретаетмагнитныи̮момент𝒎ш ≈ −(1/2)𝑎ଷ𝑯.
Следовательно, средняя по времени энергия взаимодеи̮ствия шарика с магнитным
полем кольца есть

𝑈 = −12 ⟨(𝒎ш ⋅ 𝑯)⟩ = 1
4𝑎

ଷ ൻ𝐻ଶൿ = 1
2 ቆ

𝜋𝑅ଶ𝐼
𝑐𝑧ଷ ቇ

ଶ
𝑎ଷ,
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Следовательно, на шарик со стороны магнитного поля кольца деи̮ствует сила

𝐹 = −𝜕𝑈𝜕𝑧 = 3𝜋ଶ𝑎ଷ𝑅ସ𝐼ଶ
𝑐ଶ𝑧 ,

направленная вверх. Она уравновешивает силу тяжести (4𝜋/3)𝑎ଷ𝜌𝑔, что приводит к
следующему выражению для амплитуды тока в кольце:

𝐼 =
2
3
𝑧ଷ𝑐
𝑅ଶ ට

𝜌𝑔𝑧
𝜋 ≈ 3,5 ⋅ 10А.

Отметим, что мы не рассматриваем вопрос об устои̮чивости такого магнитного под-
веса.



Глава ͫ

Экранирование переменного
магнитного поля

Наиболее распространённое техническое применение скин-эффекта –– экра-
нирование переменного электромагнитного поля. Экранирование осуществ-
ляетсяпутёмокружениязащищаемои̮ аппаратурыпроводящимэкраном.Прак-
тическая трудность связана с тем, что обычно экран не может быть полно-
стью замкнутым. Необходимы, например, различные отверстия для подвода
питания аппаратуры, наблюдения за неи̮ и т.д.

Влияниеразрезовмыобсудимпозднее, а сеи̮час отметим, чтопроводящие
экраны ослабляют поле сильнее чем по простому экспоненциальному зако-
ну. Экранирование имеет место даже при слабом скин-эффекте, когда тол-
щина скин-слоя 𝛿 ∼ ඥ𝐷м 𝑇 (где 𝐷м = 𝑐ଶ/4𝜋𝜎𝜇), «отросшего» за период из-
менения поля 𝑇, значительно больше толщины стенок экрана ℎ. Это явление
называют эффектом Лецендрата.

Рассмотрим к примеру цилиндрическии̮ экран радиуса 𝑎, ось которого па-
раллельнапеременномумагнитномуполю.Магнитноеполепроникаетна глу-
бину, равную толщине стенок, за время

𝜏 ∼ ℎଶ
𝐷м

.

Магнитныи̮ поток, которыи̮ проникает за это времяво внутреннюючасть ци-
линдра, равен потоку, заключенному в толщине стенок ℎ:

𝛥𝛷 ∼ 𝜋 𝑎 ℎ𝐻out .

Этот поток изменяет магнитное поле внутри цилиндра на величину

𝛥𝐻 ∼ 𝛥𝛷
𝜋𝑎ଶ ∼

ℎ
𝑎 𝐻out, .

ͭͩ
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За период изменения внешнего поля 𝑇 внутрь цилиндрического экрана про-
никнет 𝑇/𝜏 порции̮ магнитного потока величинои̮ 𝛥𝛷. Соответственно, маг-
нитное поле внутри цилиндра будет

𝐻 ∼ 𝑇
𝜏 𝛥𝐻 ∼ 𝑇

𝜏
ℎ
𝑎 𝐻out.

Оно приблизится к величине внешнего поля за время

𝑇 ∼ 𝑎 ℎ
𝐷м

.

Формальное решение задачи о проникновении магнитного поля в тон-
костенныи̮ полыи̮ цилиндр в приближении слабого скин-эффекта приведе-
но ниже. При продольнои̮ ориентации магнитного поля относительно оси
экрана задача может быть решена для экрана с сечением произвольного ви-
да (раздел ͩ). При поперечнои̮ ориентации имеются простые решения для
нескольких специальных случаев (раздел ͪ).

ͩ. Продольное магнитное поле
В пределе слабого скин-эффекта толщина проводника считается малои̮ по
сравнению с толщинои̮ скин-слоя 𝛿 = 𝑐/ඥ2𝜋𝜎𝜇𝜔. Однако и тонкие провод-
ники могут эффективно экранировать переменное магнитное поле. Это яв-
ление известно как эффект Лецендрата. Оно имеет большое практическое
значение. Если внутрь тонкостенного проводящего экрана поместить какои̮-
нибудьизмерительныи̮прибор, тоонбудет защищен (экранирован)отвнеш-
негопеременногомагнитногополяи, чтоболееважно, отвихревого электри-
ческого поля, которое порождается переменным магнитным полем в соот-
ветствии с законом электромагнитнои̮ индукции (ͩ.ͪ), открытого Фарадеем
(Michael Faraday).

Будем считать, что экран имеет форму цилиндра (необязательно круг-
лого сечения), достаточного длинного, чтобы его можно было считать бес-
конечным. При этом задача становится двумернои̮ и, соответственно, более
простои̮.

Рассмотрим сначала случаи̮, когда внешнее магнитное поле параллельно
оси цилиндра.

Задача ͪͮ. Длинныи̮проводящии̮ тонкостенныи̮цилиндрнаходитсявовнеш-
немпеременноммагнитномполе, которое параллельно осицилиндра. Наи̮ти
магнитное поле во внутреннеи̮ полости в случае слабого скин-эффекта.

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%B0%D1%80%D0%B0%D0%B4%D0%B5%D0%B9,_%D0%9C%D0%B0%D0%B9%D0%BA%D0%BB
http://en.wikipedia.org/wiki/Michael_Faraday
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Решение. Пусть внешнее магнитное поле направлено по оси 𝑧 и изменяется по за-
кону

𝐻 = 𝐻out eିఠ௧ .

Обозначим через 𝑆 сечение цилиндра. По условию задачи толщина стенок цилиндра
ℎ значительно меньше его характерного радиуса, т.е. ℎ ≪ √𝑆. Мы не предполагаем,
что форма сечения цилиндра задана, а толщина стенок ℎ постоянна. Однако ни тол-
щина стенок, ни форма сечения не зависят от 𝑧.

Наличие экрана никак не влияет на внешнее магнитное поле, параллельное ци-
линдру. В квазистатическом пределе, когда длина волны 𝜆 = 2𝜋𝑐/𝜔 считается боль-
шои̮ по сравнению с характерным размером задачи (радиусом цилиндра или рассто-
янием от оси цилиндра) оно однородно как снаружи цилиндра, так и в его внутрен-
неи̮ полости.

В случае слабого скин-эффекта, когда толщина скин-слоя 𝛿 = 𝑐/ඥ2𝜋𝜎𝜇𝜔 значи-
тельно больше толщины стенок цилиндра ℎ, т.е. 𝛿 ≫ ℎ, плотность тока в стенках
цилиндра

𝑗 = 𝜎𝐸ఛ

однородна, равно как и напряжённость электрического поля 𝐸ఛ, которая направле-
на по касательнои̮ к поверхности стенки в каждои̮ ее точке. Хотя в данном контексте
неоднородность электрического поля по сечению стенки несущественна, мы усло-
вимся через𝐸ఛ здесь и далее обозначать тангенциальнуюпроекцию электрического
поля на внутреннюю поверхность экрана. Полныи̮ ток

𝐼 = 𝑗 ℎ

на единицу длины цилиндра есть величина постоянная, так что 𝐸ఛ можно наи̮ти из
уравнения

𝐸ఛ =
𝐼
𝜎ℎ ,

если величина 𝐼 известна. Ток 𝐼 находим из закона Фарадея

ℰ = −1
𝑐
𝑑𝛷
d𝑡 ,

согласно которому Э.Д.С. индукции

ℰ = ර𝐸ఛ d𝑙

при обходе по контуру сечения экрана пропорциональна скорости изменения маг-
нитного потока

𝛷 = 𝐻in 𝑆 .
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Точность используемых нами формул для ℰ и 𝛷 тем выше, чем тоньше стенки ци-
линдра. Напряжённости магнитного поля внутри и вне цилиндра связаны условием

𝐻out − 𝐻in = −4𝜋
𝑐 𝐼 . (ͫ.ͩ)

Собирая все формулы вместе, находим отношение напряжённости магнитного
поля внутри цилиндра к напряжённости внешнего поля:

𝐻in/𝐻out = ቈ1 − 2𝑖𝑆
𝛿ଶ / ර d𝑙

ℎ 
ିଵ

. (ͫ.ͪ)

Этоотношение составляеткомплексныи̮ коэффициентослаблениямагнитногополя
цилиндрическим экраном. Комплексность коэффициента означает, что максимумы
полеи̮ внутри и вне цилиндра достигаются в различные моменты времени. Вели-
чины этих максимумов соответственно равны |𝐻in| и |𝐻out|. Искомыи̮ коэффициент
ослабления равен отношению этих максимумов, т.е.

ቤ 𝐻in
𝐻out

ቤ = 1 + 4 (𝑆ଶ/𝛿ସ)ቆරd𝑙/ℎቇ
ଶ
൩
ିଵ/ଶ

. (ͫ.ͫ)

Цилиндр экранирует магнитное поле при условии, что
𝛿ଶ ≪ (ℎ/𝑙)𝑆 , (ͫ.ͬ)

где 𝑆 и 𝑙 –– площадь и периметр сечения, соответственно, а ℎ –– средняя толщина сте-
нок экрана. При этом толщина скин-слоя 𝛿 деи̮ствительно может быть больше тол-
щины стенок экрана, т.е. экранировка возможна и при слабом скин-эффекте.

В частном случае круглого цилиндра радиуса 𝑎 со стенкои̮ постояннои̮ толщины
ℎ из (ͫ.ͪ) получаем известныи̮ результат [ͪ, ͩͫ] (см. также задачу ͩͮ):

𝐻in = 𝐻out ൣ1 − 𝑖 𝑎 ℎ/𝛿ଶ൧ିଵ . (ͫ.ͭ)
Дляцилиндрапрямоугольного сечения2𝑎×2𝑏 с толщинои̮ стенокℎ иℎ (Рис. ͫ.ͩ)

имеем:

𝐻in = 𝐻out ቈ1 −
2𝑖 𝑎 𝑏

(𝑎/ℎ + 𝑏/ℎ)𝛿ଶ

ିଵ

. (ͫ.ͮ)

Если же толщины стенок одинаковы, т.е. ℎ = ℎ = ℎ, то

𝐻in = 𝐻out ቈ1 −
2𝑖 𝑎 𝑏 ℎ

(𝑎 + 𝑏) 𝛿ଶ 
ିଵ

.

Для цилиндра с сечением в виде эллипса с полуосями 𝑏 < 𝑎 и стенками постоян-
нои̮ толщины ℎ находим:

𝐻in = 𝐻out 1 −
𝜋𝑖 𝑏 ℎ

2𝐸(ඥ1 − 𝑏ଶ/𝑎ଶ) 𝛿ଶ
൩
ିଵ

, (ͫ.ͯ)
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Рис. ͫ.ͩ: Цилиндрическии̮ экран с прямоугольным сечением.

Рис. ͫ.ͪ: Цилиндрическии̮ экран эллиптического сечения со стенками пере-
меннои̮ толщины. Внутренняя и внешняя поверхности стенки образованы
софокусными и эллипсами.

где
𝐸(𝑘) = න

గ/ଶ


ට1 − 𝑘ଶ sinଶ 𝜙𝑑𝜙

обозначает полныи̮ эллиптическии̮ интеграл ͪ-го рода.
Наконец, достоин упоминая ещё случаи̮ тонкостенного цилиндра эллиптическо-

го сечения со стенками переменнои̮ толщины. Пусть внутреннии̮ и внешнии̮ кон-
туры сечения стенок образуют софокусные эллипсы, как показано на Рис. ͫ.ͪ. При
этом толщина стенок 𝛥𝑎 = 𝑏 𝛥𝜉∗, 𝛥𝑏 = 𝑎 𝛥𝜉∗ по направлению главных полуосеи̮
обратно пропорциональна длине полуосеи̮ 𝑎, 𝑏, как показано на рисунке ͫ.ͪ. Здесь
𝛥𝜉∗ = ඥ(𝛥𝑎/𝑎)(𝛥𝑏/𝑏) ≪ 1 –– малыи̮ безразмерныи̮ параметр. Для экрана с таким
сечением

𝐻in = 𝐻out ൣ1 − 𝑖 𝑎 𝑏 𝛥𝜉∗/𝛿ଶ൧
ିଵ . (ͫ.Ͱ)

Задача ͪͯ. В условиях предыдущеи̮ задачи наи̮ти электрическое поле внут-
ри экрана прямоугольного сечения 2𝑎×2𝑏 c толщинои̮ стенок ℎ и ℎ, малои̮
по сравнению с размерами экрана и толщинои̮ скин-слоя 𝛿.
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Решение. Электрическое поле имеет компоненты𝐸௫ ,𝐸௬ , не зависящие от 𝑧. Уравне-
ние div𝑬 = 0 обратится в тождество, если искать решение в виде

𝑬 = ∇𝛹 × �̂� , (ͫ.ͱ)

где 𝛹 = 𝛹(𝑥, 𝑦) –– скалярная функция, не зависящая от 𝑧, а �̂� –– единичныи̮ вектор
вдоль оси цилиндра. Как следует из уравнения

rot 𝑬 = 𝑖𝜔
𝑐 𝑯 , (ͫ.ͩͨ)

она удовлетворяет двумерному уравнению Пуассона с постояннои̮ правои̮ частью:

∇ଶ𝛹 = −𝑖𝜔
𝑐 𝐻in . (ͫ.ͩͩ)

Его решение будем искать в виде полинома второи̮ степени по декартовым коорди-
натам 𝑥, 𝑦:

𝛹 = 𝑖𝜔
2𝑐 𝐻in [𝛼 𝑥ଶ + (1 − 𝛼)𝑦ଶ + 2𝛽𝑥𝑦 + 𝜇𝑥 + 𝜈𝑦] . (ͫ.ͩͪ)

Коэффициенты𝛼,𝛽, 𝜇, 𝜈 находимиз граничного условия на поверхности внутреннеи̮
прямоугольнои̮ области. Из постоянства полного тока Фуко 𝐼 = 𝜎𝐸ఛ ℎ при обходе во-
круг цилиндра следует, что касательная проекции электрического поля 𝐸ఛ на внут-
реннеи̮ поверхности стенок обратно пропорциональна их толщине, так как в усло-
виях слабого скин-эффекта электрическое поле практически однородно по сечению
проводящих стенок. Если поместить начало системы координат на ось симметрии
цилиндра, то все коэффициенты в полиномиальном разложении (ͫ.ͩͪ), кроме 𝛼, об-
ращаются в нуль. В итоге находим функцию𝛹:

𝛹 = −𝑖𝜔2𝑐
ℎ 𝑏𝑥ଶ + ℎ 𝑎𝑦ଶ

ℎ 𝑎 + ℎ 𝑏
𝐻in , (ͫ.ͩͫ)

а затем и электрическое поле во внутреннеи̮ полости прямоугольного цилиндра:

𝐸௫ =
𝜕𝛹
𝜕𝑦 = −𝑖𝜔

𝑐
ℎ 𝑎𝑦

ℎ 𝑎 + ℎ 𝑏
𝐻in ,

𝐸௬ = −𝜕𝛹𝜕𝑥 = 𝑖𝜔
𝑐

ℎ 𝑏𝑥
ℎ 𝑎 + ℎ 𝑏

𝐻in .
(ͫ.ͩͬ)

Подставив наи̮денное поле 𝑬 в уравнение (ͫ.ͩͨ), нетрудно наи̮ти неоднородную
поправку 𝛿𝐻in к магнитному полю внутри цилиндра:

𝛿𝐻in = −𝑖𝜔𝑐 𝛹 + const .
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Рис. ͫ.ͫ: Эллиптическая система координат.

Константу в этом выражении находим из условия, что 𝛿𝐻in не создаёт дополнитель-
ныи̮ магнитныи̮ поток через сечение экрана:

𝛿𝐻in = − 𝜔ଶ

2 𝑐ଶ
ℎ 𝑎(𝑦ଶ − 𝑏ଶ/3) + ℎ 𝑏(𝑥ଶ − 𝑎ଶ/3)

ℎ 𝑎 + ℎ 𝑏
𝐻in .

Неоднородная добавка 𝛿𝐻in мала по сравнению с𝐻in в квазистатическом приближе-
нии, когда 𝑎 𝑏𝜔ଶ/𝑐ଶ ≪ 1. Что касается величины 𝐻in, то её следует вычислять по
формуле (ͫ.ͮ).

Задача ͪͰ. Наи̮ти электрическое поле внутри тонкостенного экрана эллип-
тического сечения с главными полуосями 𝑎, 𝑏.

Решение. В плоскости сечения экрана введём эллиптические координаты (Рис. ͫ.ͫ)

𝑥 = 𝑝 ch 𝜉 cos 𝜂 , 𝑦 = 𝑝 sh 𝜉 sin 𝜂 , (ͫ.ͩͭ)

где 𝑝 –– расстояние между фокусами эллипсов. Это расстояние можно наи̮ти из пары
уравнении̮

𝑎 = 𝑝 ch 𝜉∗ , 𝑏 = 𝑝 sh 𝜉∗ , (ͫ.ͩͮ)

где 𝜉∗ –– эллиптическаякоордината 𝜉 экрана. Вычисливквадратдифференциаларас-
стояния

(d𝑥)ଶ + (d𝑦)ଶ = (ℎక d𝜉)ଶ + (ℎఎ d𝜂)ଶ ,
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нетрудно наи̮ти коэффициенты Ламэ ℎక , ℎఎ для введённои̮ системы координат. Они
равны друг другу:

ℎక = ℎఎ =
𝑝
√2

ඥch2𝜉 − cos 2𝜂 .

Воспользовавшисьинвариантнымопределениемградиента запишемдвумерныи̮ гра-
диент ∇𝛹 в эллиптических координатах:

∇𝛹 = ቆ 1
ℎక

𝜕𝛹
𝜕𝜉 ,

1
ℎఎ

𝜕𝛹
𝜕𝜂 ቇ .

Для дивергенции произвольного двумерного вектора 𝒂 имеем

div 𝒂 = 1
ℎక ℎఎ

ቈ 𝜕𝜕𝜉 (ℎఎ 𝑎క) +
𝜕
𝜕𝜂(ℎక 𝑎ఎ) ,

где𝑎క ,𝑎ఎ –– такназываемыефизические компонентывектора𝒂. Поставляя впослед-
нюю формулу 𝒂 = ∇𝛹, получаем выражение для лапласиана ∇ଶ𝛹 = div ∇𝛹 в эллип-
тических координатах. Вследствие равенства ℎక = ℎఎ оно существенно упрощается,
так что уравнение (ͫ.ͩͩ) для𝛹 приобретает сравнительно простои̮ вид:

𝜕ଶ𝛹
𝜕𝜉ଶ + 𝜕ଶ𝛹

𝜕𝜂ଶ = −𝑝ଶ
2 (ch 2𝜉 − cos 2𝜂) 𝑖𝜔𝑐 𝐻in . (ͫ.ͩͯ)

На границе области 0 ≤ 𝜉 < 𝜉∗, где мы ищем решение, следует считать заданнои̮
зависимость касательнои̮ проекции электрического поля 𝐸ఎ от координаты 𝜂 вдоль
поверхности экрана. Она определяется из условия, что полныи̮ ток

𝐼 = ℎ 𝜎 𝐸ఎ

пронизывающии̮ стенкиэкрана, не зависитот𝜂; при этомсамувеличину 𝐼 предстоит
наи̮ти в ходе решения задачи.

Если толщина стенок проводящего экрана ℎ постоянна, то из постоянства 𝐼 сле-
дует также постоянство 𝐸ఎ на поверхности экрана (в фиксированныи̮ момент вре-
мени). Однако тогда переменнои̮ оказывается величина 𝜕𝛹/𝜕𝜉 на границе области
определения решения, и в рассматриваемои̮ задаче не удаётся, как говорят, разде-
лить переменные.

Простое решение существует для эллиптического экрана со стенками перемен-
нои̮ толщины, когда внутренняя и внешняя границы сечения экрана образованы со-
фокусными эллипсами (Рис. ͫ.ͪ). При этом толщина стенок экрана

ℎ(𝜂) = ℎక(𝜉∗, 𝜂)𝛥𝜉∗

пропорциональна коэффициенту Ламе́ ℎక , а производная 𝜕𝛹/𝜕𝜉 постоянная вдоль
при 𝜉 = 𝜉∗. Ослабление магнитного поля внутри такого цилиндра вычисляется по
формуле (ͫ.Ͱ).
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Рассмотрим именно этот случаи̮. Решение уравнения Пауссона (ͫ.ͩͯ), удовлетво-
ряющее граничному условию

𝜕𝛹
𝜕𝜉 = const (ͫ.ͩͰ)

при 𝜉 = 𝜉∗, ищем решение в виде

𝛹(𝜉 𝜂) = 𝛹(𝜉) + 𝛹ଶ(𝜉) cos 2𝜂 .

Разделяя переменные в уравнении с частными производными (ͫ.ͩͯ), получаем два
обыкновенных дифференциальных уравнения

𝛹ᇳ
 = −𝑖𝜔𝑐 𝐻in

𝑝ଶ
2 ch 2𝜉 ,

𝛹ᇳ
ଶ − 4𝛹ଶ =

𝑖𝜔
𝑐 𝐻in

𝑝ଶ
2 .

Интегрируя эти уравнения с дополнительными условиями 𝛹ᇱ
(0) = 0, 𝛹ᇱ

ଶ(0) = 0,
следующими из непрерывности 𝐸ఎ на линии 𝜉 = 0, соединяющеи̮ фокусы эллипти-
ческои̮ системы координат, находим:

𝛹 = −𝑖𝜔𝑐 𝐻in
𝑝ଶ
8 ch 2𝜉 + 𝔸 ,

𝛹ଶ =
𝑖𝜔
𝑐 𝐻in

𝑝ଶ
8 + 𝔹 sh2𝜉 + ℂ ch 2𝜉 .

Константу интегрирования𝔸 без ограничения общности можно считать равнои̮ ну-
лю, 𝔸 = 0, так как ее значение не влияет на величину вихревого электрического по-
ля (ͫ.ͱ), поскольку та зависит только отпроизводныхфункции𝛹. Константа𝔹 также
равна нулю; иначе электрическое поле терпит разрыв на линии 𝜉 = 0, соединяющеи̮
фокусы эллиптическои̮ системы координат. Под конец выясняется, что и последняя
константа ℂ равна нулю. Это следует из равенства 𝛹ᇱ

ଶ(𝜉∗) = 0, являющего следстви-
ем граничного условия (ͫ.ͩͰ). Завершая вычисления, находим функцию𝛹:

𝛹 = −𝑖𝜔
𝑐

𝑝ଶ
8 𝐻in [ch 2𝜉 − cos 2𝜂] ,

а затем и вихревое электрическое поле внутри экрана:

𝐸క =
1
ℎఎ

𝜕𝛹
𝜕𝜂 = − 𝑝

4ටchଶ 𝜉 − cosଶ 𝜂

𝑖𝜔
𝑐 𝐻in sin 2𝜂 ,

𝐸ఎ = − 1
ℎక

𝜕𝛹
𝜕𝜉 = 𝑝

4ටchଶ 𝜉 − cosଶ 𝜂

𝑖𝜔
𝑐 𝐻in sh 2𝜉 .



ГЛАВА ͯ. ЭКРАНИРОВАНИЕ ПЕРЕМЕННОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ ͮͨ

ͪ. Поперечное магнитное поле
В случае, когда внешнее переменное магнитное поле перпендикулярно оси
цилиндра, общее решение для цилиндра произвольного сечения без помощи
численных методов получить не удаётся. Мы рассмотрим два частных слу-
чая: круглыи̮ цилиндр со стенками постояннои̮ толщины и эллиптическии̮
цилиндр, толщина стенок которого подобрана специальным образом.

Ключом к решению первои̮ задачи является важное наблюдение, что во
внутреннеи̮ полости экрана, магнитное поле 𝑯in однородно. Заметим, что в
общемслучаемагнитноеполевнутривнутриэкрананеоднородно, есливнеш-
нее поле перпендикулярно оси цилиндра. В этом состоит важное отличие от
случая продольнои̮ ориентации внешнего магнитного поля и основная при-
чина, по которои̮ не удаётся наи̮ти аналитическое решение для экрана с про-
извольнои̮ формои̮ сечения.

Задача ͪͱ. Тонкостенныи̮ круглыи̮ цилиндр радиуса 𝑎 помещен во внешнее
магнитное поле𝑯, перпендикулярное оси цилиндра. Наи̮ти магнитное поле
во всем пространстве, предполагая, что толщина стенки цилиндра ℎ мала по
сравнению с радиусом цилиндра и толщинои̮ скин-слоя 𝛿.

Решение. Для круглого экрана из закона Фарадея

rot 𝑬 = 𝑖𝜔
𝑐 𝑯in (ͫ.ͩͱ)

находим, что вихревое электрическое поле направлено вдоль оси цилиндра:

𝐸௭ =
𝑖𝜔
𝑐 𝐻in 𝑟 sin 𝛼 , (ͫ.ͪͨ)

где 𝑟 –– расстояние от осицилиндра, а угол𝛼 отсчитывается отнаправления𝑯in. Сна-
ружи магнитное поле𝑯out является суперпозициеи̮ внешнего однородного поля𝑯
и поля линеи̮ного диполя𝒎:

𝑯out = 𝑯 + rot [𝒎 × 𝒓]
𝑟ଶ

= 𝑯 +
2𝒓(𝒎 ⋅ 𝒓) − 𝑟ଶ𝒎

𝑟ସ , (ͫ.ͪͩ)

где 𝒓 –– двумерныи̮ вектор, перпендикулярныи̮ оси цилиндра. Вихревое электриче-
скоеполенаводитвпроводящеи̮ стенкецилиндратокФуко, величинукоторогонетруд-
но наи̮ти, учитывая, что электрическое поле мало изменяется на толщине стенки:

𝑗௭ = 𝜎ℎ𝐸௭ ,

где 𝐸௭ следует вычислить для радиуса 𝑟, равного радиусу цилиндра 𝑎.
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Сшивая магнитное поле внутри и вне цилиндра при помощи граничных условии̮

𝐻out ఈ − 𝐻in ఈ = −4𝜋
𝑐 𝑗௭ (ͫ.ͪͪ)

𝐻out  − 𝐻in  = 0 , (ͫ.ͪͫ)

взятых при 𝑟 = 𝑎, находим магнитное поле во внутреннеи̮ полости цилиндра

𝑯in =
𝑯

1 − 𝑖 𝑎 ℎ/𝛿ଶ (ͫ.ͪͬ)

и магнитныи̮ момент
𝒎 = 𝑖 𝑎 ℎ/𝛿ଶ

1 − 𝑖 𝑎 ℎ/𝛿ଶ 𝑯 𝑎ଶ . (ͫ.ͪͭ)

Рассмотримтеперьцилиндрическии̮ экранс эллиптическимсечением. Спе-
циальным подбором профиля толщины стенок можно добиться, чтобы маг-
нитное поле внутри цилиндра было однородно, как и в предыдущеи̮ задаче.
Для такого цилиндра удаётся построить аналитическое решение.

Задача ͫͨ. Тонкостенныи̮ цилиндр с сечением в виде эллипса с главными
осями 𝑎 и 𝑏 помещён во внешнеемагнитное поле𝑯 eିఠ௧, перпендикулярное
оси цилиндра. Наи̮тимагнитное поле во всемпространстве, предполагая, что
средняя толщина стенки цилиндра мала по сравнению с 𝑎 и 𝑏.

Решение. В плоскости сечения цилиндра введём эллиптические координаты 𝜉, 𝜂
так, что (Рис. ͫ.ͫ)

𝑥 = 𝑝 ch 𝜉 cos 𝜂 , 𝑦 = 𝑝 sh 𝜉 sin 𝜂 , (ͫ.ͪͮ)

где 𝑝 –– расстояние между фокусами эллипсов. Это расстояние можно наи̮ти из пары
уравнении̮

𝑎 = 𝑝 ch 𝜉∗ , 𝑏 = 𝑝 sh 𝜉∗ , (ͫ.ͪͯ)

где 𝜉∗ –– эллиптическая координата 𝜉 экрана. Параметр 𝜉 изменяется в пределах от
0 до∞, а 𝜂 от−𝜋 до+𝜋. Записав квадрат дифференциала расстояния в виде

(𝑑𝑥)ଶ + (𝑑𝑦)ଶ = (ℎక 𝑑𝜉)ଶ + (ℎఎ 𝑑𝜂)ଶ ,

наи̮дём коэффициентыЛамэ ℎక , ℎఎ для эллиптическои̮ системы координат. Они рав-
ны друг другу:

ℎక = ℎఎ = 𝑝ටchଶ 𝜉 − cosଶ 𝜂 .
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Поскольку токи в стенках цилиндра текут параллельно оси цилиндра 𝑧, задачу удоб-
но свести к поиску 𝑧-компоненты векторного потенциала 𝑨 = 𝐴௭�̂�, при этом осталь-
ные компоненты векторного потенциала, а также скалярныи̮ потенциал можно счи-
тать равными нулю.¹ При этом

𝑯 = rot 𝑨 = ∇𝐴௭ × �̂� . (ͫ.ͪͰ)

Вне стенок, где нет токов, функция𝐴௭ удовлетворяет скалярному уравнениюЛапла-
са

∇ଶ𝐴௭ = 0 ,

поскольку rot𝑯 = 0, a rot rot(𝐴௭�̂�) = −�̂� ∇ଶ𝐴௭ .
Учитывая, что дифференциал скалярнои̮ функции

d𝐴௭ =
𝜕𝐴௭
𝜕𝜉 d𝜉 + 𝜕𝐴௭

𝜕𝜂 d𝜂

связан сеё градиентом∇𝐴௭ соотношениемd𝐴௭ = (∇𝐴௭⋅d𝒓), причёмd𝒓 = (ℎక d𝜉, ℎఎ d𝜂, d𝑧),
наи̮дём так называемые физические компоненты градиента в эллиптических коор-
динатах

(∇𝐴௭)క =
1
ℎక

𝜕𝐴௭
𝜕𝜉 , (∇𝐴௭)ఎ =

1
ℎఎ

𝜕𝐴௭
𝜕𝜂 ,

а затем из (ͫ.ͪͰ) –– физические компоненты магнитного поля:

𝐻క = (∇𝐴௭)ఎ =
1
ℎఎ

𝜕𝐴௭
𝜕𝜂 , 𝐻ఎ = −(∇𝐴௭)క = − 1

ℎక
𝜕𝐴௭
𝜕𝜉 .

Подставляя 𝒂 = ∇𝐴௭ в формулу

div 𝒂 = 1
ℎక ℎఎ

ቈ 𝜕𝜕𝜉 (ℎఎ 𝑎క) +
𝜕
𝜕𝜂(ℎక 𝑎ఎ)

длядивергенциидвумерноговектора𝒂 сфизическимикомпонентами𝑎క ,𝑎ఎ , получа-
ем выражение для лапласиана ∇ଶ𝐴௭ = div ∇𝐴௭ в эллиптических координатах. Вслед-
ствие равенства ℎక = ℎఎ оно существенно упрощается, так что уравнение для 𝐴௭
приобретает такои̮ же вид, как в декартовых координатах:

𝜕ଶ𝐴௭
𝜕𝜉ଶ + 𝜕ଶ𝐴௭

𝜕𝜂ଶ = 0 . (ͫ.ͪͱ)

¹ Это утверждение становится очевидным, если записать волновые уравнения для
потенциалов в Лоренцевскои̮ калибровке: ∇ଶ𝑨 − ൫1/𝑐ଶ൯ 𝜕ଶ𝑨/𝜕𝑡ଶ = −(4𝜋/𝑐) 𝒋, ∇ଶ𝜑 −
൫1/𝑐ଶ൯ 𝜕ଶ𝜑/𝜕𝑡ଶ = −4𝜋 𝜌.
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Учитывая, что угловая координата 𝜂 имеет период 2𝜋, общее решение уравнения
(ͫ.ͪͱ), можно записать в виде ряда

𝐴௭ =
ஶ


ୀଵ

[𝜇 sh(𝑛𝜉) sin(𝑛𝜂) + 𝜈 ch(𝑛𝜉) cos(𝑛𝜂)

+𝜇ᇱ sh(𝑛𝜉) cos(𝑛𝜂) + 𝜈ᇱ ch(𝑛𝜉) sin(𝑛𝜂)] = 0 . (ͫ.ͫͨ)

Коэффициенты ряда определяем из граничных условии̮.
На большом удалении от цилиндра при 𝜉 → ∞, решение стремится к однородно-

му полю, то есть

𝐴௭ → 𝐻௫ 𝑦 − 𝐻௬ 𝑥 = 𝐻௫ 𝑝 sh 𝜉 sin 𝜂 − 𝐻௬ 𝑝 ch 𝜉 cos 𝜂.

Иными словами, вне цилиндра из ряда (ͫ.ͫͨ) нужно удалить быстро растущие слага-
емые. Следовательно,

𝐴௭,out = 𝐻௫ 𝑝 sh 𝜉 sin 𝜂 − 𝐻௬ 𝑝 ch 𝜉 cos 𝜂

+
ஶ


ୀଵ

[𝑎 eିక sin(𝑛𝜂) + 𝑏 eିక cos(𝑛𝜂)] = 0 (ͫ.ͫͩ)

при 𝜉 > 𝜉∗.
На линии 𝜉 = 0, соединяющеи̮ фокусы эллиптическои̮ системы координат, про-

изводные𝜕𝐴௭/𝜕𝜉 и𝜕𝐴௭/𝜕𝜂 должныменять знакпри замене 𝜂 → −𝜂 иначемагнитное
поле 𝑯 имеет разрыв на этои̮ линии. Отсюда следует, что внутри цилиндра равны
нулю коэффициенты 𝜇ᇱ, 𝜈ᇱ ряда (ͫ.ͫͨ). Следовательно,

𝐴௭,in =
ஶ


ୀ

[𝜇 sh(𝑛𝜉) sin(𝑛𝜂) + 𝜈 ch(𝑛𝜉) cos(𝑛𝜂)] = 0 (ͫ.ͫͪ)

при 𝜉 < 𝜉∗. Сшивка коэффициентов рядов (ͫ.ͫͩ) и (ͫ.ͫͪ) производится при помощи
граничных условии̮ на поверхности цилиндра при 𝜉 = 𝜉∗. Из непрерывности 𝐸௭ =
−(1/𝑐)𝜕𝐴௭/𝜕𝑡 здесь следует непрерывность функции 𝐴௭:

𝐴௭,out = 𝐴௭,in . (ͫ.ͫͫ)

Поскольку проекция𝐻క на нормаль к поверхности экрана пропорциональна 𝜕𝐴௭/𝜕𝜂
условие (ͫ.ͫͫ) обеспечивает также непрерывность нормальнои̮ проекции магнитно-
го поля. Второе независимое граничное условие на экране

1
ℎక

ቈ 𝜕𝜕𝜉𝐴௭,out −
𝜕
𝜕𝜉𝐴௭,in = −4𝜋𝑖 𝜔 𝜎 ℎ

𝑐ଶ 𝐴௭ (ͫ.ͫͬ)

связывает величину скачка касательнои̮ к экрану проекции магнитного поля с то-
ком в стенках экрана. Так как коэффициент Ламе́ ℎక в этом условии зависит от уг-
ловои̮ переменнои̮, гармоники 𝜂 в рядах (ͫ.ͫͩ) и (ͫ.ͫͪ) в общем случае запутываются,
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так что все коэффициенты этих рядов, вообще говоря, отличны от нуля. Это озна-
чает, что поле поле внутри экрана не однородно, а вне цилиндра присутствуют все
члены мультипольного разложения.

Исключение составляет случаи̮, когда толщина стенок экрана ℎ обратно пропор-
циональна ℎక , так что величина 𝑍 = 2ℎ ℎక/𝛿ଶ одинакова при всех 𝜂. При этом отлич-
ны от нуля только коэффициенты

𝜇ଵ = 𝐻௫ 𝑝/[1 − 𝑖𝑍 eିక∗ sh 𝜉∗] ,
𝜈ଵ = −𝐻௬ 𝑝/[1 − 𝑖𝑍 eିక∗ ch 𝜉∗] ,
𝑎ଵ = 𝑖𝑍𝐻௫ 𝑝 shଶ 𝜉∗/[1 − 𝑖𝑍 eିక∗ sh 𝜉∗] ,
𝑏ଵ = −𝑖𝑍𝐻௬ 𝑝 chଶ 𝜉∗/[1 − 𝑖𝑍 eିక∗ ch 𝜉∗] .

Магнитное поле внутри экрана однородно, но имеет иное направление, нежели
внешнее поле𝑯, если только то не направлено вдоль однои̮ из главных осеи̮ эллип-
тического сечения:

𝐻௫,in = 𝐻௫/[1 − 𝑖𝑍 eିక∗ sh 𝜉∗] ,
𝐻௬,in = 𝐻௬/[1 − 𝑖𝑍 eିక∗ ch 𝜉∗] .

ͫ. Экран с разрезом
Устремив к бесконечности в формулах (ͫ.ͮ), (ͫ.ͯ) или (ͫ.Ͱ) большии̮ размер
𝑎 сечения экрана (при постояннои̮ толщине стенки ℎ = 𝑎 𝛥𝜉∗ в самом узком
месте эллиптического экрана со стенками переменнои̮ толщины), получим
формальное решение одномернои̮ задачи:

𝐻in = 𝐻out [1 − 𝑖 𝛼 𝑏 ℎ/𝛿ଶ]ିଵ . (ͫ.ͫͭ)

Числовои̮ коэффициент 𝛼 во всех трёх случая будет разным (соответственно
𝛼 = 2ℎ/ℎ, 𝛼 = 𝜋/2 и 𝛼 = 1), хотя геометрия, полученная в результате та-
кого предельного перехода будет одинаковои̮: две бесконечные проводящие
пластины толщинои̮ ℎ разнесены на расстояние 2𝑏 друг от друга.

Отсутствие общего предела объясняется тем, что одномерная задача пло-
хообусловлена.Деи̮ствительно, областьпространствамеждупластинамимож-
но назвать внутреннеи̮ полостью экрана лишь при условии, что проводящие
пластины соединяются на «бесконечности». В ином случае, когда способ за-
мыканиятоков, текущихпопластинам,неконкретизирован, невозможноопре-
делить величину тока в пластинах и, как следствие, коэффициент ослабле-
ния поля «внутри» экрана.

Чтобы пояснить сказанное, рассмотрим прямоугольныи̮ экран 2𝑎 × 2𝑏 со
щелью в однои̮ из стенок экрана, как показано на Рис. ͫ.ͩ. Будем считать, что
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разрезысделанывторцах экрана, которыедлямеханическои̮ прочностивсеи̮
системы существенно толще, чем натянутые на них фольги, а толщина раз-
резов 𝛥 значительно меньше толщины торцов, 𝛥 ≪ ℎ.

Рассмотрим сначала случаи̮, когда толщина скин-слоя значительно боль-
ше толщины торцов, т.е. 𝛿 ≫ ℎ > ℎ. Позднее мы обсудим также случаи̮
ℎ ≫ 𝛿 ≫ ℎ.

Разрез в торцах образует плоскии̮ конденсатор с ёмкостью

𝐶 = 𝜀 ℎ
4𝜋 𝛥 (ͫ.ͫͮ)

на единицу длины экрана, где 𝜀 –– диэлектрическая проницаемость материа-
ла в зазоре. Эти конденсаторы заряжаются током 𝐼, которыи̮ наводится элек-
тродвижущеи̮ силои̮

ℰ = 𝑖 (𝜔/𝑐)𝐻in 𝑆 (ͫ.ͫͯ)

от переменного потока магнитного поля 𝐻in через внутреннее сечение пря-
моугольного экрана 𝑆 = 4𝑎𝑏. Ток 𝐼 находим из уравнения

𝑅𝐼 + 𝑄/𝐶 = ℰ , (ͫ.ͫͰ)

где 𝑅 = ∮d𝑙/𝜎ℎ = (4/𝜎)(𝑎/ℎ + 𝑏/ℎ) –– сопротивление на единицу длины
экрана току, текущему в его стенках, а 𝑄 = 𝐼/(−𝑖𝜔) –– заряд конденсатора
(вновь на единицу длины).

Разрешая уравнение (ͫ.ͫͰ) относительно 𝐼 и подставляя результат в урав-
нение (ͫ.ͩ), получаем:

𝐻in
𝐻out

= 1 + 𝑖/𝜔𝜏
1 + 𝑖/𝜔𝜏 − 2𝑖 (𝑆/𝛿ଶ)/ ∮ d𝑙/ℎ , (ͫ.ͫͱ)

где

𝜏 = 𝑅𝐶

есть постоянная 𝑅𝐶 цепочки. Влияние разреза не существенно, если𝜔 𝜏 ≫ 1.
Полученное решение верно, если электрическое поле в зазоре можно счи-

тать однородным. Только при этом условии оправдано приближение плоско-
го конденсатора (ͫ.ͫͮ) при вычислении емкости зазора. Это легко проверить
прямым вычислением поправки к величине 𝐸௬ на внутреннеи̮ поверхности
экрана, наи̮деннои̮ в задаче ͪͯ. Такая поправка содержит дополнительныи̮
множитель ℎଶ/𝛿ଶ по сравнению с 𝐸௬, которыи̮ мал, если толщина скин-слоя
велика по сравнению с толщинои̮ торца.
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В обратном предельном случае, когда 𝛿 ≪ ℎ, но ℎ ≪ 𝛿, получаем другую
формулу:

𝐻in
𝐻out

= ቊ1 + (1 − 𝑖) ℎ 𝑏𝛿 𝑎 + (1 + 𝑖) 𝜋𝜀
𝛥
𝑎
𝜎
𝜔
ℎ
𝛿 − 2𝑖 ℎ 𝑏

𝛿ଶ ቋ
ିଵ

. (ͫ.ͬͨ)

Задача ͫͩ. Вывести формулу (ͫ.ͬͨ). Ток на внешнеи̮ стороне торца находим
из уравнения

𝐻out = −4𝜋𝑐 𝐼out .

Аналогичное уравнение определяет ток на внутреннеи̮ стороне торца:

𝐻in = −4𝜋𝑐 𝐼in .

Эти токи текут в противоположные стороны, поэтому

𝐻out − 𝐻in = −4𝜋𝑐 𝐼 ,

где

𝐼 = 𝐼out − 𝐼in

обозначает ток в фольге.
Зная 𝐼out и используя решение задачи о сильном скинировании тока на

плоскои̮ границе проводника, нетрудно наи̮ти распределение плотности то-
ка на внутреннеи̮ стороне торца:

𝑗௬ =
1 − 𝑖
𝛿 expቈ−1 − 𝑖

𝛿 (𝑥 − 𝑎) 𝐼out .

Далее спомощьюзаконаОмавыражаемэлектрическоеполевметалле с внут-
реннеи̮ стороныторцачерез плотность токана внутреннеи̮ поверхноститор-
ца:

𝜎𝐸ఛ = 𝑗௬(𝑥 = 𝑎) .

Электрическое поле в зазоре с внутреннеи̮ стороны торца находим, прирав-
нивая эту же плотность тока к плотности тока смещения в зазоре:

−𝑖 𝜔
𝑐 𝜀 𝐸ఛ =

4𝜋
𝑐 𝑗௬(𝑥 = 𝑎) .
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В соответствии с законом Фарадея, Э.Д.С. по при обходе по внутреннеи̮ по-
верхности экрана связана с изменением магнитного потока через сечение
внутреннеи̮ полости экрана:

ℰ = 𝑖 𝜔
𝑐 𝐻in 𝑆 .

С другои̮ стороны, в соответствии с законом Кирхгофа, та же Э.Д.С. равна

ℰ = 𝐼
𝜎 ℎ

4𝑎 − ቆ1 − 𝑖
𝛿 𝜎 𝐼inቇ4𝑏 − ቆ1 + 𝑖

𝛿
4𝜋
𝜔 𝜀 𝐼inቇ𝛥.

Приравниваем ℰ и исключаем токи, получаем уравнение
4𝑎
𝜎 ℎ

(𝐻out − 𝐻in) − (1 − 𝑖) 4𝑏𝛿 𝜎 𝐻in − (1 + 𝑖) 4𝜋 𝛥𝛿 𝜔 𝜀 𝐻in = = −4𝜋𝑖 𝜔𝑐ଶ 𝑆𝐻in .

Отсюда получаем формулу (ͫ.ͬͨ).

Задача ͫͪ. Бесконечныи̮тонкостенныи̮полыи̮цилиндрввидетрубысвнеш-
ним радиусом 𝑎 и толщинои̮ стенки ℎ ≪ 𝑎 помещён в переменное магнитное
поле 𝑯 eିఠ௧, параллельное его оси. Наи̮ти амплитуду поля в полости в пре-
деле 𝛿 ≪ ℎ.
Решение. При сильном скин-эффекте в первом приближении поле экспоненциаль-
но убывает вглубь проводника от значения 𝐻 на поверхности:

𝐻(𝑟) = 𝐻 eି(ି),

где 𝑘 = (1 − 𝑖)/𝛿. В стенке цилиндра возникает азимутальныи̮ ток с плотностью

𝑗ఈ(𝑟) = −𝑐𝑘
4𝜋 𝐻(𝑟),

так что полныи̮ ток на единицу длины цилиндра равен

𝐼 = න


ି
𝑗ఈ(𝑟) d𝑟 = − 𝑐

4𝜋𝐻 ൫1 − eି൯ .

Этот ток уменьшает поле во внутреннеи̮ полости цилиндра до величины

𝐻∗ = 𝐻 +
4𝜋𝐼
𝑐 = 𝐻 eି .

Однако такои̮ расчёт ошибочен и установившееся поле в полости 𝐻in будет суще-
ственно меньше, чем 𝐻∗.

Чтобы наи̮ти 𝐻in, нужно учесть, что в стенке цилиндра в дополнение к (ͫͪ) су-
ществует экспоненциально спадающее поле от внутреннеи̮ поверхности стенки к
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внешнеи̮, причёмнавнутреннеи̮ поверхности его амплитуда естьпока ещё неизвест-
ная величина 𝐻∗. Таким образом,

𝐻(𝑟) = 𝐻 eି(ି)+𝐻∗ e(ିି) .

На наружнои̮ поверхности стенки цилиндра (при 𝑟 = 𝑎) 𝐻 = 𝐻 + 𝐻∗ eି ≈ 𝐻, как
и должно быть, а на внутреннеи̮ поверхности стенки (при 𝑟 = 𝑎 − ℎ) имеем

𝐻in = 𝐻 eି +𝐻∗.

Далее нужно учесть, что непрерывна азимутальная компонента электрического по-
ля на внутреннеи̮ поверхности стенки цилиндра. Со стороны полости она равна

𝐸ఈ = ℰ
2𝜋𝑎 = − 1

2𝜋𝑐𝑎
d𝛷
d𝑡 = 𝑖𝜔

2𝜋𝑐𝑎𝜋𝑎
ଶ𝐻in =

𝑖𝜔𝑎
2𝑐 𝐻in.

Со стороны стенки

𝐸ఈ = 𝑐
4𝜋𝜎 rotఈ𝑯 = − 𝑐

4𝜋𝜎
𝜕𝐻
𝜕𝑟 = − 𝑐𝑘

4𝜋𝜎 ൫𝐻 eି −𝐻∗൯ = − 𝑐𝑘
4𝜋𝜎 ൫2𝐻 eି −𝐻in൯ .

Приравнивая эти выражения, получим уравнение

𝑖𝜔𝑎
2𝑐 𝐻in = − 𝑐𝑘

4𝜋𝜎 ൫2𝐻 eି −𝐻in൯ ,

откуда находим

2𝐻 eି = 𝐻in ቆ1 −
2𝜋𝑖𝜎𝜔𝑎
𝑐ଶ𝑘 ቇ = 𝐻in ቆ1 +

𝑘𝑎
2𝜇ቇ ≈

𝑘𝑎
2𝜇𝐻in.

Следовательно,

|𝐻in| = 2√2𝛿𝑎 𝜇 𝐻 eି/ఋ ,

что составляеттолькомалуюдоля2√2𝜇𝛿/𝑎 ≪ 1 значения, наи̮денноговпервомпри-
ближении.



Глава ͬ

Нестационарный скин-эффект

Пусть на плоскои̮ границе полупространства, занятого проводящеи̮ средои̮ в
момент времени 𝑡 = 0мгновенно создаютмагнитное поле, параллельное по-
верхностипроводника. Вначалепредположим, чтопослевозникновениямаг-
нитное поля поддерживается на постоянном уровне; позднее мы избавимся
от этого предположения.

Сначала построим качественную картину явления. Обратимся к уравне-
нию (ͪ.ͪ), которое повторим здесь для удобства:

𝜕𝐻௭
𝜕𝑡 = 𝐷м

𝜕ଶ𝐻௭
𝜕𝑥ଶ . (ͬ.ͩ)

Поскольку в рассматриваемои̮ задаче не задан масштаб времени (магнитное
поле на границе создано «мгновенно», а затем поддерживается на постоян-
ном уровне), частную производную по времени 𝜕𝐻௭/𝜕𝑡 можно оценить как
𝐻out/𝑡, где 𝐻out –– напряжённость магнитного поля вне проводника, так как
иногопараметра, имеющегоразмерность времени, кроме времени 𝑡, прошед-
шего с момента включения поля, в задаче нет. Точно так же, поскольку в за-
даче не задан масштаб длины (проводник занимает бесконечное полупро-
странство), вторую производную 𝜕ଶ𝐻௭/𝜕𝑥ଶ по координате 𝑥 нельзя оценить
иначе как𝐻out/𝑥ଶ. Подставив эти оценки производных в уравнение (ͬ.ͩ), наи̮-
ден время 𝑡, которое необходимо для диффундирования магнитного поля на
глубину 𝑥:

𝑡 ∼ 𝑥ଶ/𝐷м .

Можно также сказать, что за время 𝑡 магнитное поле проникает в проводник
на глубину

𝑥 ∼ ඥ𝐷м 𝑡 .

ͮͱ
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Такого рода простые оценки позволяют качественно объяснить достаточно
сложные явления, когда поиск точного решение задачи сопряжён с больши-
ми трудностями. Что касается задачи о мгновенном включении магнитно-
го поля на границе проводника, то для неё точное решение наи̮ти совсем
нетрудно. Достаточно учесть, что в этои̮ задаче деи̮ствительно нет «внеш-
них» масштабов времени и длины.

ͩ. Автомодельное решение
Во-первых, заметим, что задача линеи̮на. Следовательно, величина внешнего
магнитного поля 𝐻out может входить в решение только в качестве множите-
ля, т.е.

𝐻௭(𝑥, 𝑡) = 𝐻out 𝐹(𝑥, 𝑡)

где 𝐹(𝑥, 𝑡) –– безразмерная функция. Иными словами, профиль магнитного
в проводнике в заданныи̮ момент времени 𝑡, нормированныи̮ на 𝐻out, будет
одинаков при любои̮ величине 𝐻out.

Теперь обратимся к функции 𝐹(𝑥, 𝑡). Она безразмерна, но зависит от раз-
мерных переменных 𝑥 и 𝑡. Так как в задаче нет параметров времени и длины,
то единственныи̮ способ составитьбезразмернуюфункциюизразмерныхпе-
ременных заключается в том, чтобы составить из этих переменных безраз-
мерную переменную. Нетрудно видеть, что такая безразмерная переменная
деи̮ствительно существует и равна

𝜉 = 𝑥/ඥ4𝐷м𝑡.

Нетруднотакжевидеть, чтодругиебезразмерныекомбинации, которыемож-
но составить из 𝑥 и 𝑡, всегда можно выразить через безразмерную функцию
переменнои̮ 𝜉. Таким образом, мы приходим к выводу, что функция 𝐹(𝑥, 𝑡)
может зависеть от 𝑥 и 𝑡 только через зависимость 𝜉 от 𝑥 и 𝑡, т.е.

𝐻௭(𝑥, 𝑡) = 𝐻out 𝐹(𝜉) .

Входящие в уравнение (ͬ.ͩ) частныепроизводныепо координате 𝑥 и времени
𝑡 выражаются через производные функции 𝐹(𝜉) по 𝜉:

𝜕𝐻௭
𝜕𝑡 = − 𝑥

2ඥ4𝐷м𝑡ଷ
𝐹ᇱ(𝜉) , 𝜕ଶ𝐻௭

𝜕𝑥ଶ = ൭ 1
ඥ4𝐷м 𝑡

൱
ଶ

𝐹ᇳ(𝜉) ,
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где штрих обозначает дифференцирование по 𝜉. Подставляя эти выражения
в (ͬ.ͩ) получаем обыкновенное дифференциальное уравнение

−2𝜉 𝐹ᇱ = 𝐹ᇳ .

Производя в нём разделение дифференциалов,
d𝐹ᇱ

𝐹ᇱ = −2𝜉 d𝜉 ,

выполним первое интегрирование:

𝐹ᇱ = 𝔹 eିకమ .

Результат повторного интегрирования

𝐹 = 𝔹 න
క


eିకమ d𝜉 + ℂ,

выражается через функцию ошибок

erf(𝜉) = 2
√𝜋

න
క


exp(−𝜉ଶ) d𝜉 .

Константы 𝐶ଵ,ଶ находим из граничных условии̮. На поверхности проводника,
т.е. при 𝜉 = 0, магнитное поле равно 𝐻out; следовательно, ℂ = 𝐹(0) = 1. На
достаточном удалении от границымагнитное поле равно нулю, т.е.𝐹(∞) = 0.
Учитывая, что erf(∞) = 1, находим окончательно:

𝐻௭ = 𝐻out ቂ1 − erf൫𝑥/ඥ4𝐷м 𝑡 ൯ቃ . (ͬ.ͪ)

Преобразованием подобия (проще говоря, изменением масштабов) профиль
магнитного поля 𝐻௭(𝑥, 𝑡ଵ) в произвольныи̮ момент времени 𝑡ଵ можно совме-
стить с профилем𝐻௭(𝑥, 𝑡ଶ) влюбои̮ другои̮моментвремени 𝑡ଶ. Такиерешения
называются автомодельными.

Имеяавтомодельноерешениезадачиопроникновениивпроводникмгно-
венно возникшего на его границе магнитного поля совсем нетрудно наи̮ти
решение для общего случая, когда магнитного поле на границе изменяет-
ся по произвольному закону 𝐻out(𝑡). Деи̮ствительно, мы можем представить
функцию𝐻out(𝑡)ввидепоследовательностиимпульсоввеличинои̮d𝐻out(𝑡ᇱ) =
(d𝐻out(𝑡ᇱ)/d𝑡ᇱ) d𝑡ᇱ, приходящихна границу проводника в различныемоменты
времени 𝑡ᇱ. Поле от каждого такого импульса проникает в проводник по за-
кону

d𝐻௭ = ቂ1 − erf൫𝑥/ඥ2𝐷м (𝑡 − 𝑡ᇱ ൯ቃ d𝐻out(𝑡ᇱ) .
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Остаётся только просуммировать по всем импульсам, таким что 𝑡ᇱ < 𝑡. Заме-
няя сумму интегралом, получаем:

𝐻௭(𝑥, 𝑡) = න
௧

ିஶ
ቂ1 − erf൫𝑥/ඥ2𝐷м (𝑡 − 𝑡ᇱ ൯ቃ d𝐻out(𝑡ᇱ)

d𝑡ᇱ d𝑡.

Интегрированием по частям это выражение можно преобразовать к иному
виду. Приняв во внимание, что𝐻out(−∞) = 0, и выполнив замену переменнои̮
интегрирования 𝜏 = 𝑡 − 𝑡ᇱ, получим

𝐻௭(𝑥, 𝑡) =
𝑥

ඥ4𝜋𝐷м
න

ஶ



d𝜏
𝜏ଷ/ଶ 𝐻out(𝑡 − 𝜏) exp[−𝑥ଶ/4𝐷м 𝜏] . (ͬ.ͫ)

В следующем разделе формула (ͬ.ͫ) будет получена при помощи преобразо-
вания Лапласа.

Наконец, приведём ещё одно представление этого интеграла, которое по-
лучается заменои̮ 𝜉 = 𝑥/ඥ4𝐷м 𝜏:

𝐻௭(𝑥, 𝑡) =
2
√𝜋

න
ஶ


𝐻outቀ𝑡 −

𝑥ଶ
4𝐷м 𝜉ଶ

ቁ eିకమ d𝜉 . (ͬ.ͬ)

Задача ͫͫ. Наи̮тимагнитноеполевпроводнике, занимающемполупростран-
ство 𝑥 > 0, если на его границе при 𝑥 = 0 поле увеличивается по экспонен-
циальному закону: 𝐻(0, 𝑡) = 𝐻out e௧/ఛ.

Решение. Вычислив интеграл (ͬ.ͬ) с функциеи̮ 𝐻out(𝑡) = 𝐻out e௧/ఛ , получим

𝐻௭(𝑥, 𝑡) = 𝐻out exp ቀ𝑡/𝜏 − 𝑥/ඥ𝐷м𝜏ቁ .

Однако было бы проще получить этот результат, выполнивформальную замену𝜔 =
𝑖/𝜏 в решении (ͪ.ͯ), которое описывает стационарныи̮ скин-эффект.

ͪ. Метод преобразования Лапласа
Сформулирует задачу о нестационарном скин-эффекте при быстром («мгно-
венном») включении поля на границе проводника более аккуратно. Будем
считать, что поле на границе было равно нулю при 𝑡 < 0, а при 𝑡 > 0 описы-
вается заданнои̮ функциеи̮ времени 𝐻out(𝑡), т.е.

𝐻(0, 𝑡) = ൝0; 𝑡 < 0,
𝐻out(𝑡); 𝑡 > 0. (ͬ.ͭ)
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Предположим также, что при 𝑡 = 0 внутри проводника поле было равно ну-
лю, т.е.

𝐻(𝑥, 0) = ቄ0; 𝑥 > 0. (ͬ.ͮ)

Соотношения (ͬ.ͭ) и (ͬ.ͮ) называют соответственно граничными и началь-
ными условиями задачи.

Для решения уравнения (ͬ.ͩ) используем преобразование Лапласа. В от-
личие от преобразования Фурье, изображение Лапласа 𝑓௦ для произвольнои̮
функции 𝑓(𝑡) вычисляется при помощи интегрирования только по положи-
тельнои̮ полуоси времени 𝑡, поскольку предполагается, что 𝑓(𝑡) = 0 при 𝑡 <
0:

𝑓௦ = න
ஶ


𝑓(𝑡) eି௦௧ d𝑡. (ͬ.ͯ)

При этом не обязательно требовать, чтобы функция 𝑓(𝑡) убывала при 𝑡 →
+∞. Деи̮ствительно, для сходимости интеграла (ͬ.ͯ) достаточно, чтобы убы-
вало произведение 𝑓(𝑡) eି௦௧, а этогоможнодобиться, потребовав, чтобыком-
плексныи̮ параметр 𝑠 = 𝑠ᇱ + 𝑖𝑠ᇳ всегда имел положительную вещественную
часть 𝑠ᇱ > 0, настолько большую, чтобы

ห𝑓(𝑡) eି௦௧ห = ห𝑓(𝑡)ห eି௦ᇲ௧ → 0

при 𝑡 → +∞. Обратное преобразование Лапласа (восстановление оригинала
𝑓(𝑡) осуществляется по формуле

𝑓(𝑡) = 1
2𝜋𝑖 න

ାஶାఊ

ିஶାఊ
𝑓௦ e௦௧ d𝑠,

где параметр 𝛾 > 0 выбирается так, чтобы путь интегрирования в комплекс-
нои̮ плоскости 𝑠 проходилправее всехособенностеи̮функции𝑓௦. Поясним, что
особенности могут возникать, если выполнить аналитическое продолжение
интеграла (ͬ.ͯ) в область отрицательных или малых положительных значе-
нии̮ 𝑠ᇱ, где сходимость интеграла не гарантирована.

Переи̮дём к решениюуравнения (ͬ.ͩ) с дополнительнымиусловиями (ͬ.ͭ)
и (ͬ.ͮ).

Домноживуравнение (ͬ.ͩ) на exp(−𝑠𝑡)ивыполнивинтегрированиеповре-
мени, получим

න
ஶ


eି௦௧ 𝜕𝐻(𝑥, 𝑡)𝜕𝑡 d𝑡 = 𝐷м

𝜕ଶ
𝜕𝑥ଶ න

ஶ


eି௦௧ 𝐻(𝑥, 𝑡) d𝑡. (ͬ.Ͱ)
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Левую часть полученного уравнения преобразуем к виду

eି௦௧ 𝐻(𝑥, 𝑡)ቤ
ஶ


+ 𝑠න

ஶ


eି௦௧ 𝐻(𝑥, 𝑡) d𝑡, (ͬ.ͱ)

выполнив интегрирование по частям. Первое слагаемое здесь обращается в
ноль. Деи̮ствительно, на верхнем пределе при 𝑡 → +∞ имеем

eି௦௧ 𝐻(𝑥, 𝑡) → 0,

так как 𝑠 имеет достаточно большую вещественную часть 𝑠ᇱ > 0. На нижнем
же пределе

e௦𝐻(𝑥, 0) = 0

вследствиеначальногоусловия (ͬ.ͮ). Второе слагаемоевлевои̮ части, а также
правая часть уравнения (ͬ.Ͱ) выражаются через изображение

𝐻௦(𝑥) = න
ஶ


𝐻(𝑥, 𝑡) eି௦௧ d𝑡 (ͬ.ͩͨ)

функции 𝐻(𝑥, 𝑡). В результате получаем обыкновенное дифференциальное
уравнение

dଶ
d𝑥ଶ𝐻௦(𝑥) =

𝑠
𝐷м

𝐻௦(𝑥). (ͬ.ͩͩ)

Его следует дополнить граничным условием

𝐻௦(0) = 𝐻௦, (ͬ.ͩͪ)

где функция
𝐻௦ = න

ஶ


eି௦௧ 𝐻out(𝑡) d𝑡 (ͬ.ͩͫ)

суть изображение граничных условии̮ (ͬ.ͭ).
Общее решение уравнения (ͬ.ͩͩ) имеет вид

𝐻௦(𝑥) = 𝔸eି௫ +𝔹e௫,

где

𝑘 = ඥ𝑠/𝐷м.

Константу 𝐵 следует считать равнои̮ нулю, иначе получается, что магнит-
ное поле неограниченно растёт по направлению вглубь проводника вопреки
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здравому смыслу; фактически же равенство 𝐻௦(𝑥) = 0 при 𝑥 → +∞ являет-
ся ещё одним граничным условием в дополнение к граничному условию при
𝑥 = 0. Константу𝔹 находим из граничного условия (ͬ.ͩͪ). Окончательное ре-
шение уравнения (ͬ.ͩͩ) имеет вид

𝐻௦(𝑥) = 𝐻௦ exp ቀ−ඥ𝑠/𝐷м 𝑥ቁ . (ͬ.ͩͬ)
Чтобы наи̮ти решение исходнои̮ задачи (ͬ.ͩ) с граничными и начальными

условиями (ͬ.ͭ)и (ͬ.ͮ), следуетвычислитьобратноепреобразованиеЛапласа

𝐻(𝑥, 𝑡) = 1
2𝜋𝑖 න

ஶାఊ

ିஶାఊ
e௦௧ 𝐻௦(𝑥) d𝑠. (ͬ.ͩͭ)

Для этого сначала заметим, что

න
ஶ



𝑥
ඥ4𝜋𝐷м𝑡ଷ

exp ቆ− 𝑥ଶ
4𝐷м𝑡

ቇ eି௦௧ d𝑡 = exp ቀ−ඥ𝑠/𝐷м 𝑥ቁ (ͬ.ͩͮ)

и, следовательно, 𝑓௦ = exp ቀ−ඥ𝑠/𝐷м 𝑥ቁ есть изображение функции

𝑓(𝑡) = 𝑥
ඥ4𝜋𝐷м𝑡ଷ

exp ቆ− 𝑥ଶ
4𝐷м𝑡

ቇ . (ͬ.ͩͯ)

По теореме об умножении изображении̮ (теорема о свертке), оригинал про-
изведения двух изображении̮ выражается через свертку оригиналов:

1
2𝜋𝑖 න

ஶାఊ

ିஶାఊ
e௦௧ 𝐻௦𝑓௦ d𝑠 = න

௧


𝐻out (𝑡 − 𝜏) 𝑓(𝜏) d𝜏. (ͬ.ͩͰ)

Подставляя (ͬ.ͩͯ) в (ͬ.ͩͰ), получаем

𝐻(𝑥, 𝑡) = 𝑥
ඥ4𝜋𝐷м

න
௧


𝐻out(𝑡 − 𝜏) exp ቆ− 𝑥ଶ

4𝐷м𝜏
ቇ d𝜏
𝜏ଷ/ଶ . (ͬ.ͩͱ)

Сравнивая этовыражение с (ͬ.ͫ), видим, чтоониотличаютсявеличинои̮ верх-
него предела в интеграле. Однако, если считать, что в подынтегральном вы-
ражении в (ͬ.ͫ) 𝐻out(𝑡 − 𝜏) = 0 при 𝜏 > 𝑡, как это имеет место в (ͬ.ͩͱ), обе
формулы совпадут.

Выполнив в интеграле (ͬ.ͩͱ) замену переменных, результатможно преоб-
разовать к другои̮, эквивалентнои̮ форме:

𝐻(𝑥, 𝑡) = 2
√𝜋

න
ஶ

ೣ
ඥరವм

𝐻out ቆ𝑡 −
𝑥ଶ

4𝐷м𝜉ଶ
ቇ eିకమ d𝜉. (ͬ.ͪͨ)

Рассмотрим несколько примеров, когда интегралы (ͬ.ͩͱ) или (ͬ.ͪͨ) удаёт-
ся вычислить.



ГЛАВА Ͱ. НЕСТАЦИОНАРНЫЙ СКИН-ЭФФЕКТ ͯͮ

Рис. ͬ.ͩ: Проникновение нестационарного магнитного поля в полупростран-
ство. Запустите интерактивную демонстрацию в собственном окне или в
окне веб-браузера.

Задача ͫͬ. Пусть на плоскои̮ границе полупространства, занятого проводя-
щеи̮ средои̮ в момент времени 𝑡 = 0 мгновенно возникает магнитное поле
𝐻out, параллельное поверхности проводника, которое затем остаётся посто-
янным. Наи̮ти магнитное поле в проводнике.

Решение. Подставляя в (ͬ.ͪͨ) 𝐻out(𝑡) = 𝐻out = const, получим выражение

𝐻(𝑥, 𝑡) = 𝐻out 1 − erf ൭ 𝑥
ඥ4𝐷м𝑡

൱൩ , (ͬ.ͪͩ)

которое совпадает с (ͬ.ͪ).

Задача ͫͭ. Наплоскои̮ границеполупространства, занятогопроводящеи̮ сре-
дои̮ в момент времени 𝑡 = 0 мгновенно возникает магнитное поле 𝐻out, па-
раллельноеповерхностипроводника, которое затемостаётсяпостояннымдо
момента времени 𝑡 = 1, после чего поле выключается. Наи̮тимагнитное поле
в проводнике.
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Ответ.

𝐻(𝑥, 𝑡) = 𝐻out erfc ൭
𝑥

ඥ4𝐷м𝑡
൱ 𝜃(𝑡) − erfc ൭ 𝑥

ඥ4𝐷м(𝑡 − 1)
൱𝜃(𝑡 − 1)൩ ; (ͬ.ͪͪ)

здесь erfc(𝑥) = 1 − erf(𝑥), а 𝜃(𝑡) обозначает функцию Хевисаи̮да: 𝜃(𝑡) = 0 при 𝑡 < 0
и 𝜃(𝑡) = 1 при 𝑡 > 0.



Глава ͭ

Заключение

Рассмотренные примеры позволяют сформулировать общии̮ рецепт реше-
ния задач о проникновении в проводящую среду переменного магнитного
поля.

• Определить магнитное поле в интересующеи̮ области пространства.

– Случаи̮ слабого скин-эффекта. В пределе низких частот магнитное
поле проводящего образца, помещённого во внешнее магнитное
поле, будет почти таким же, как для магнетика тои̮ же формы и с
тои̮ же магнитнои̮ проницаемостью.

– Случаи̮ сильного скин-эффекта. В пределе высоких частот магнит-
ное поле проводящего образца, помещённого во внешнее магнит-
ное поле, будет почти таким же, как для сверхпроводника тои̮ же
формы, из объёма которого полностьювытесненомагнитное поле.
Формально, решение для случая сильного скин-эффекта получает-
ся из решения для случая слабого скин-эффекта, если приравнять
к нулю магнитную проницаемость 𝜇 проводника.

• Определить джоулев нагрев в проводнике.

– Случаи̮ слабого скин-эффекта. Используя симметрию задачи, опре-
делить направление токов Фуко и составить замкнутыи̮ токовыи̮
контур. Вычислить магнитныи̮ поток 𝛷 через этот контур и наве-
дённую ЭДС электромагнитнои̮ индукции ℰ = −ଵ

d𝛷/d𝑡. С помо-
щью закона Ома для выбранного контура наи̮ти плотность тока 𝒋 в
проводнике.Проинтегрировавплотностьджоулевыхпотерь ⟨𝑗ଶ/𝜎⟩,
наи̮ти тепло, которое выделяется во всём объёме проводника.

– Случаи̮ сильного скин-эффекта. Воспользоваться решением зада-
чи о скин-эффекте на плоскои̮ границе проводника и выполнить

ͯͰ
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интегрирование удельнои̮ мощности энерговыделения (в расчёте
на единицу поверхности) по всеи̮ поверхности проводящего образ-
ца.
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Приложение A

Полезные математические
формулы

ͩ. Вычисление среднего от гармоническихфунк-
ций

Какбылоотмеченовп. ͩ, прирешениизадачо стационарномскин-эффекте (и
многихдругих задач) удобноиспользовать комплексныепеременныевместо
вещественных, выделяя вещественные величины в конце решения (до пе-
ремножения полеи̮ или токов). Напомним основные формулы, которые при
этом используются.

Комплексное число

𝐴 = 𝐴ᇱ + 𝑖𝐴ᇳ

можно представить в экспоненциальнои̮ форме

𝐴 = |𝐴| eఝ,

где

|𝐴| = ඥ𝐴ᇱଶ + 𝐴ᇳଶ, 𝜑 = arg(𝐴) = arctan(𝐴ᇳ/𝐴ᇱ).

При вычислении среднего теплового потока, среднеи̮ мощности и т. п. вели-
чин приходится вычислять среднее

⟨Re𝐴 ⋅ Re𝐵⟩ (A.ͩ)

от произведения вещественных частеи̮ двух функции̮

𝐴 = 𝐴(𝑥) eఠ௧ и 𝐵 = 𝐵(𝑥) eఠ௧,

Ͱͨ
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гармонически зависящих от времени, как в формуле (ͪ.ͪͩ), где угловые скоб-
ки обозначают среднее периоду:

⟨𝑋⟩ = 1
𝑇

்

න


𝑋(𝑡) d𝑡, 𝑇 = 2𝜋
𝜔 .

С помощью формулы Эи̮лера

eఠ௧ = cos𝜔𝑡 + 𝑖 sin𝜔𝑡

получаем

Re𝐴 = 𝐴ᇱ
 cos𝜔𝑡 − 𝐴ᇳ

 sin𝜔𝑡,
Re𝐵 = 𝐵ᇱ

 cos𝜔𝑡 − 𝐵ᇳ
 sin𝜔𝑡.

Поэтому

⟨Re𝐴 ⋅ Re𝐵⟩ = ൻ𝐴ᇱ
𝐵ᇱ

 cosଶ𝜔𝑡 + 𝐴ᇳ
𝐵ᇳ

 sinଶ𝜔𝑡 − (𝐴ᇱ
𝐵ᇳ

 + 𝐴ᇳ
𝐵ᇱ

) cos𝜔𝑡 sin𝜔𝑡ൿ .

Поскольку среднееот суммыравно сумме средних, томожновычислить сред-
нее от каждого слагаемого независимо. Среднее от cosଶ𝜔𝑡 и sinଶ𝜔𝑡, равно
1/2, а среднее от произведения синуса на косинус равно ͨ, результат усред-
нения можно записать в виде

⟨Re𝐴 ⋅ Re𝐵⟩ = 𝐴ᇱ
𝐵ᇱ

 + 𝐴ᇳ
𝐵ᇳ


2 . (A.ͪ)

Заметим теперь, что

1
2 Re (𝐴𝐵∗

) =
Re ((𝐴ᇱ

 + 𝑖𝐴ᇳ
)(𝐵ᇱ

 − 𝑖ᇳ))
2 = 𝐴ᇱ

𝐵ᇱ
 + 𝐴ᇳ

𝐵ᇳ


2 .

Следовательно,

⟨Re𝐴 ⋅ Re𝐵⟩ = 1
2 Re (𝐴 ⋅ 𝐵∗). (A.ͫ)

Формулу (A.ͫ) запомнить несколько проще, нежели (A.ͪ). Другои̮, более ко-
роткии̮ способ её вывода, приведён в тексте решения задачи ͮ.
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